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A pesquisa desenvolvida pode ser classificada como um problema de análise de 

segurança nuclear inserido na área de gerenciamento de riscos relativos a rejeitos 

radioativos. A modelagem simples e eficiente foi construída tendo como foco desenvolver 

a Eq. de Fokker-Planck para o cálculo de atributos de confiabilidade necessários para a 

tomada de decisão com informação de risco, envolvidos na análise de infiltração por água 

no interior do Repositório situado em Abadia-Goiás. A solução da Eq. de Fokker-Planck 

foi obtida de forma analítica através do Método de Trotter, produzindo como resultados 

dados de probabilidades associados ao aumento da coluna de líquido infiltrado por água. 

A modelagem foi unidimensional, e os cálculos realizados para o centro geométrico da 

cripta do repositório, local de maior sensibilidade de ocorrência de cenários acidentais, 

podendo, desta forma, ser estendidos aos demais locais na cripta, sem perda de 

generalidade. Os resultados atribuem as maiores chances de ocorrência em torno de 

0,80m de altura de líquido infiltrado, uma fração da altura da cripta que corresponde a 

menos de 19% da sua altura total interna, os dados agregam elementos que podem ser 

utilizados por especialistas na apreciação de problemas relativos a cenários de risco 

relacionados à deposição de rejeitos radioativos.  
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The research developed can be classified as a nuclear safety analysis problem 

inserted in the field of risk management of radioactive waste. The simple and efficient 

modeling was constructed with the objective of developing the Fokker-Planck Eq. for the 

calculation of the reliability attributes required for risk-informed decision-making, 

involved in the analysis of water infiltration inside the repository located in Abadia -

Goiás. The solution of the Fokker-Planck Equation was obtained analytically through the 

Trotter method, producing as results probability data associated with the increase of 

probability the column of liquid infiltrated by water. The modeling was unidimensional, 

and the calculations were performed for the geometric center of the repository crypt, place 

of greater sensitivity of occurrence of accidental scenarios, thus being able to be extended 

to the other places in the crypt, without loss of generality. The results attributed the 

highest chances of occurrence to 0.80m of infiltrated liquid height, a fraction of the crypt 

height that corresponds to less than 19% of its total internal height. Such data add 

elements height such that can be used by experts on the problem of risk scenarios related 

to the disposal of radioactive waste. 
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CAPÍTULO 1   

  Introdução 

 

 

Atualmente, novas tecnologias são facilitadoras com relação à busca contínua de 

soluções para um desenvolvimento econômico, social e sua consequente demanda 

crescente de energia associada, seja com relação a novos consumos, indústria, 

modernização da agricultura, etc. Como afirma CAMACHO (2010), a energia que uma 

fonte nuclear produz se mostra mais limpa ao ser comparada às outras fontes de energia 

disponíveis, pois seu impacto ambiental é menor, porém existe uma grande preocupação 

com a atividade nuclear na etapa de sua produção e principalmente com o destino final 

dos seus resíduos. Tal questão se reflete amplamente na mídia, no tratamento e no 

armazenamento reservado aos rejeitos, um ponto importante para a continuação da 

tecnologia nuclear como uma das opções de geração de energia elétrica, é a solução que 

as autoridades responsáveis de cada país destinam aos seus rejeitos radioativos 

(MOREIRA et al, 2006). 

Os rejeitos radioativos já preparados para sua deposição são produzidos em 

forma sólida, porém estes podem apresentar alguma quantidade de gases e/ou líquidos 

em sua composição, mas esta quantidade relativa deve estar de acordo com o órgão 

licenciador do país a que pertence (ALVES,2014). O único repositório para rejeitos 

radioativos, atualmente, no Brasil, encontra-se na cidade de Abadia de Goiás, localizada 

a 22km de Goiânia, trata-se de um repositório construído próximo à superfície e destinado 

à deposição dos rejeitos radioativos oriundos do acidente radiológico de Goiânia, ocorrido 

em setembro de 1987, com uma cápsula de Cs137. Nesta pesquisa, o Repositório de 

Abadia-Goiás foi o escolhido para a aplicação do método utilizado por possibilitar a 

obtenção de todos os dados pertinentes ao problema. 

Estudos de casos em cenários de infiltração constam em projetos de 

licenciamento de repositórios de suas medidas de desempenho, de seu monitoramento, 

entre outras exigências pertencentes às regulamentações vigentes de cada país, no caso 

do Brasil, tais regulamentações ficam sob responsabilidade da CNEN (Comissão 

Nacional de Energia Nuclear). O limite de dose efetiva anual deve ser de 0,3mSv em 

repositórios de rejeitos radioativos, conforme orientam a CNEN (2011) e IAEA 
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(International Atomic Energy Agency) (2011). As maiores preocupações com relação a 

cenários de infiltração são devidas a possíveis efeitos que podem ocorrer advindos de: 

evoluções tectônicas, sismicidade, variações climáticas, etc. (CNEN, 1991; RICHARD e 

DUGUID, 2008; ALVES, 2014).  

O curso de águas subterrâneas é um dos mais prováveis caminhos para os 

contaminantes liberados de áreas de deposição de rejeitos radioativos, no caso de ocorrer 

uma migração de radionuclídeos ao longo de um aquífero, as consequências quando 

chegam a um possível consumidor podem (ONISHI, 2008; RICHARD e DUGUID, 2008; 

ALVES, 2014): 

 Incluir um eventual consumo de água contaminada com doses 

potencialmente danosas aos seres humanos, através da contaminação de 

água potável, poços artesianos e de alimentos; 

 Contaminar o solo de superfícies como mangues e praias; 

 Contaminar a água de animais silvestres que dependam de água da região 

ou mesmo de animais de fazendas próximas. 

O objetivo geral desta pesquisa é aplicar a Eq. de Fokker-Planck para o cálculo 

de atributos de confiabilidade necessários para a tomada de decisão com informação de 

risco envolvidos na análise de infiltração por água no interior do repositório situado em 

Abadia-Goiás, e apresenta como objetivos específicos: 

 Considerando a Eq. de Fokker-Planck e suas soluções analíticas, resolver 

a Eq. de Fokker-Planck proposta para o problema de infiltração por água 

no Repositório de Abadia-Goiás através do Método de Trotter;  

 Produzir resultados na forma de densidade de probabilidade com relação 

aos valores de nível de água infiltrada em função do tempo, no 

repositório situado em Abadia-Goiás, a fim de produzir elementos que 

possam ser utilizados por especialistas na apreciação de problemas 

relativos a cenários de risco relacionados à deposição de rejeitos 

radioativos. 

A pesquisa desenvolvida pode ser considerada como um problema de análise de 

segurança nuclear inserido na área de gerenciamento de riscos relativos a rejeitos 

radioativos. O uso da Eq. de Fokker-Planck na modelagem desenvolvida nesta pesquisa 

para o problema de infiltração por água no Repositório de Abadia-Goiás foi motivado, 

como afirma RISKEN (1984), pelo fato da Eq. de Fokker-Planck descrever em sua 
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solução dependente do tempo, não apenas as propriedades estacionárias do sistema, mas 

descrever também, a dinâmica do próprio sistema, desta forma, seu uso não se restringe 

a sistemas que estejam em equilíbrio, ou próximos a ele. Sobre a sua utilização no 

problema de infiltração por água no Repositório de Abadia-Goiás, AGUIAR (2006) e 

AGUIAR et al (2007) afirmam que a avaliação da segurança de um repositório e seus 

correspondentes aspectos relacionados à deposição de rejeitos radioativos, como: valores 

de seus parâmetros e ocorrência de eventos podem ser feitos por análise probabilística.  

A originalidade deste tema está na solução da Eq. de Fokker-Planck aplicada ao 

problema de infiltração por água no Repositório de Abadia-Goiás com sua resolução 

determinada de forma analítica através do Método de Trotter, e na sua implantação de 

dados e parâmetros de entrada, e consequente geração de gráficos, foi utilizado o pacote 

MatLab®. A simplicidade na modelagem realizada nesta pesquisa está presente na sua 

forma unidimensional, e na geometria considerada para a construção do modelo, onde foi 

considerado o local de maiores chances de ocorrência no aumento da coluna de líquido 

infiltrado no interior da cripta do repositório, e onde também, é o local onde foram 

armazenados os embalados de maior atividade. Desta forma, sem perda de generalidade, 

suas considerações podem ser estendidas de forma eficiente aos demais locais 

geométricos da cripta do repositório. 

Esta pesquisa está dividida em seções que apresentam: no Capítulo 2, a descrição 

do problema, com subseções sobre as características do Repositório de Abadia-Goiás e a 

Eq. de Fokker-Planck aplicada ao problema de Infiltração por água no repositório; o 

Método de Trotter encontra-se no Capítulo 3 e, no Capítulo 4 a metodologia usada; em 

seguida, os Capítulos 5 e 6 com os resultados e discussões, e as conclusões e 

recomendações, respectivamente, e o Apêndice A, o qual apresenta uma prova 

desenvolvida nesta pesquisa para a Fórmula do Produto de Trotter estendida a três 

operadores. 
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CAPÍTULO 2   

  Descrição do Problema 

 

 

Este capítulo trata dos aspectos do problema de infiltração por água no 

Repositório de Abadia-Goiás, iniciando na subseção 2.1 com as características do 

repositório e seus dados. Na subseção 2.2 são apresentadas a geometria considerada para 

a sua resolução e a Eq. de Fokker-Planck aplicada ao problema.  

A Eq. de Fokker-Planck foi utilizada nesta pesquisa para o cálculo da 

probabilidade associada ao problema de infiltração por água na cripta do Repositório de 

Abadia-Goiás, mais precisamente, a fim de calcular a probabilidade de que a infiltração 

por água ocasione um aumento da coluna líquida no interior da cripta do repositório. Isso 

significa em termos físicos que, se esta por sua vez atingir a altura máxima correspondente 

à altura interna da estrutura da cripta, poderá ocorrer uma migração de contaminantes 

para o curso de águas subterrâneas, com a possibilidade do transporte de radionuclídeos 

em doses potencialmente danosas ao ecossistema da região. 

 

2.1 - O Repositório de Abadia-Goiás 

 

O único repositório construído no Brasil se encontra na cidade de Abadia de 

Goiás, localizada em Goiânia, construído em virtude do acidente radiológico com o Cs137 

ocorrido em setembro de 1987; trata-se do Repositório de Abadia-Goiás, inaugurado em 

junho de 1997, o qual possui as seguintes características (ALVES et al, 2015): 

 Estrutura subterrânea de concreto; 

 Material de enchimento utilizado para aumentar a rigidez da estrutura interna e 

retardar a migração de radionuclídeos a possíveis aquíferos; 

 Barreiras no teto com camadas de material permeável e impermeável; 

 Os embalados contidos no repositório foram distribuídos de forma que, os de 

maior nível de atividade estejam dispostos no centro e no nível inferior da 

estrutura. 
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 Os vazios entre os embalados e as paredes do repositório são preenchidos por um 

composto de argila e areia com estabilidade química e estrutural comprovados 

geológica e geoquimicamente através de ensaios (TRANJAN FILHO et al, 1997). 

 

As Figuras 2.1 a 2.3 apresentam detalhes de sua construção. 

 

 

Figura 2.1 - Depósito 1 (à esquerda) de grande porte e Depósito 2 (à direita) para 

rejeitos de baixa e média atividade 

Fonte: MOREIRA et al (2006) 

 

 

Figura 2.2 – Embalagens de rejeitos para fontes exauridas (à esquerda) e operação de 

compactação de rejeitos sólidos (à direita)  

Fonte: CNEN (1996) 
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Figura 2.3 - Planta do arranjo dos embalados 

Fonte: TRANJAN FILHO et al (1997) 

 

O Repositório de Abadia-Goiás cumpriu várias etapas necessárias a sua 

construção e efetivação, tal processo foi meticuloso e gerou diversos relatórios técnicos, 

trabalhos acadêmicos, etc. Alguns desses trabalhos associados ao repositório podem ser 

vistos na Tabela 2.1: 

 

Tabela 2.1 – Panorama com Relatórios Técnicos e Pesquisas desenvolvidas na 

construção e efetivação do Repositório de Abadia-Goiás 

 

 

Na Tabela 2.1, somente a primeira coluna, o relatório de XAVIER et al (1992) 

sobre estudos técnicos com respeito às barreiras de segurança do repositório foi realizado 

durante a etapa de construção do repositório, os demais seguiram-se após a efetivação do 

mesmo, e tratam-se de documentos de vários autores com relatórios e estudos de 

monitoramento, medidas de desempenho, simulações, etc. que versam sobre o estudo de 
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doses, controle ambiental e institucional, entre outros projetos de análise de segurança do 

repositório e sua funcionalidade. 

O Repositório de Abadia-Goiás foi o escolhido para a aplicação do método 

utilizado nesta pesquisa, pois, possibilitou a obtenção de todos os dados pertinentes ao 

problema. A Tabela 2.2 ilustra os dados numéricos relacionados à estrutura física da cripta 

do repositório (ALVES, 2014): 

 

Tabela 2.2 - Dados numéricos do Repositório de Abadia-Goiás 

Dados Valor 

Ab = área interna da base do repositório, [m2]; 1,1760.103 

b1 = largura da base do repositório, [m]; 60,0000 

b2 = comprimento da base do repositório, [m]; 19,6000 

E = espessura da base do repositório, [m]; 0,2000 

e’ = taxa de evapotranspiração, [m/a]; 1,4570 

Fd = função degradação do teto do repositório; 0,1000 

i’r = taxa de irrigação no repositório, [m/a]; 0 

Kc = condutividade hidráulica do concreto, [m/a]; 3,1500.10-4 

L = espessura das paredes do repositório, [m]; 0,2000 

n1 = porosidade interna do repositório; 0,1000 

p’m  = taxa de precipitação pluviométrica média, [m/a]; 1,5920 

r’ = taxa de escoamento de água tangente à superfície do terreno, 

[m/a]; 0 

x = altura da coluna líquida no interior do repositório, [m]; [0,0002;4,3800] 

y = x0 = valor inicial da altura de líquido infiltrado, [m]. 0,0001 

Fonte: ALVES (2014) 

 

Os dados da Tabela 2.2 compõem os parâmetros de engenharia civil relacionados 

à estrutura física da cripta, os parâmetros a, b e c que foram utilizados na Eq. de 

Fokker-Planck aplicada ao problema de infiltração por água no Repositório de Abadia-

Goiás. As características da referida equação consideradas na sua resolução são 
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apresentadas na subseção 2.2. Os parâmetros a, b e c com seus dados especificados na 

Tabela 2.2, se apresentam na forma das equações: 

 

a = 
Kc

n1 Ab

 
(b1 + b2 )

L
 , [m-1,a-1];      (2.1) 

 

b = 
Kc

𝑛1 E
 [a-1];        (2.2) 

 

c = 
1

  𝑛1

(Kc . Fd . (pm +  ir
′ −  e′ − r′ )) [m/a];    (2.3) 

 

Em geral, para uma dada geometria, o processo de infiltração é tridimensional. 

As bordas de uma estrutura física como a cripta do repositório têm efeito benéfico, pois 

o fluido tende a ser aderente às paredes, minimizando a sua penetração no solo. Portanto, 

se o processo é assumido como unidimensional (considerando x (m) a altura da coluna de 

líquido infiltrado) e localizado no centro geométrico da cripta do repositório, onde as suas 

condições de amplitude são superiores e a probabilidade de penetração é maior do que a 

real, o esquema é conservador para a análise em questão, podendo ser estendido aos 

demais locais no interior da cripta, sem perda de generalidade. A Figura 2.4 apresenta um 

corte lateral da cripta, sendo à esquerda, um corte da estrutura de concreto com infiltração 

de água e degradação: do teto, do material de enchimento e dos embalados com rejeitos 

radioativos, e à direita um corte ilustrando o eixo x(m) referente à altura de líquido 

infiltrado, posicionado no centro geométrico da cripta.  
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Figura 2.4 - À direita, um corte lateral da cripta, com eixo x(m) posicionado no centro 

da estrutura da cripta, e à esquerda, um corte da estrutura de concreto com infiltração de 

água e degradação: do teto, do material de enchimento e dos embalados com rejeitos 

radioativos 

Fonte: Alves (2014) 

 

Desta forma, pode-se analisar através dos dados de probabilidade advindos da 

solução da Eq. de Fokker-Planck, com modelagem unidimensional para o problema de 

infiltração por água no repositório, se fisicamente a coluna de líquido infiltrado aumentará 

de tal maneira a valores significativos, tais que haja uma consequente migração de 

contaminantes para o curso de águas subterrâneas, ocasionando danos ao ecossistema da 

região.  

 

2.2 - Eq. de Fokker-Planck aplicada ao Problema de infiltração por água 

no Repositório de Abadia-Goiás 

 

A Eq. de Fokker-Planck foi usada, primeiramente, como forma de descrever o 

que seria chamado o Movimento Browniano das partículas, movimento este, atribuído ao 

movimento aleatório de grãos de pólen suspensos em meio líquido, observado em seus 

estudos pelo botânico Robert Brown. O pesquisador observou que tais partículas se 

moviam de forma aleatória, independentemente se o meio líquido estivesse ou não, em 
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equilíbrio, e cada partícula tinha seu movimento próprio, independente do movimento das 

demais partículas. HOTTOVY (2011) afirma que as probabilidades associadas a 

processos estocásticos podem ser determinadas com o uso da Eq. de Fokker-Planck, um 

fenômeno que apresenta processos independentes, e cada partícula possui seu movimento 

e intervalo de tempo próprios, possibilita que o sistema seja descrito de forma estocástica, 

por meio de variáveis macroscópicas que flutuam de forma aleatória, desta forma, 

resolver a Eq. de Fokker-Planck significa, pois, calcular a média dessas variáveis 

macroscópicas. Através da referida equação, pode-se encontrar a densidade de 

probabilidade P(x,t|x0) da partícula estar entre x e x+∆x, no instante de tempo t, a partir 

do instante inicial (x0,t0), porém mesmo que esta condição inicial seja conhecida, alguns 

caminhos são mais prováveis de ocorrer que outros, assim sua evolução futura somente é 

dependente do seu estado atual e de sua densidade de probabilidades (ABIONA, 2008; 

VAN KAMPEN, 2007). 

A Eq. de Fokker-Planck pode ser escrita em sua forma padrão (VAN KAMPEN, 

2007): 

 

∂P(x,t)

∂t
= (A1 (x))

∂

∂x
P(x, t) + (A2 (x))

∂2

∂x2
P(x, t)   (2.4) 

Para A1(x) e A2(x) sendo funções reais e diferenciáveis, com A1(x) ≥ 0 e 

A2(x) >  0.  

O membro direito da Eq. de Fokker-Planck apresenta termos que descrevem 

processos físicos diferentes, motivo pelo qual, a Eq. de Fokker-Planck é considerada 

como uma Eq. Convectiva-Difusiva: 

 O primeiro termo do membro direito é chamado de termo de convecção ou 

termo de arraste, com A1(x) denominado de coeficiente de arraste;  

 O segundo termo do membro direito é conhecido como termo de flutuação, 

com A2(x) denominado de coeficiente de difusão. 

 

Efeitos do ruído podem ser associados à Eq. de Fokker-Planck e são 

denominados, no caso da distribuição espectral ser dependente ou não da frequência 

(ROSSATO, 2009): 

 Ruído branco é aquele que independe da frequência; 

 Ruído colorido, apresenta termos que são dependentes de uma ou  

  várias frequências. 
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ALVES (2014) desenvolveu através de sua pesquisa uma modelagem com 

resultados que fornecem os valores pontuais de Xt para cada valor de tempo t, para o 

cenário de infiltração por água no Repositório de Abadia-Goiás, onde x(m) foi utilizado 

para representar a altura da coluna de líquido no interior da cripta e com x0≠ 0, a altura 

inicial da coluna de líquido em t = 0. A Eq. de Fokker–Planck relacionada ao problema 

de infiltração por água no Repositório de Abadia-Goiás foi utilizada para o cálculo de 

probabilidade associada a este mesmo cenário de ALVES (2014), nos cálculos de 

densidade de probabilidade associada ao aumento da altura inicial da coluna de líquido 

infiltrado na cripta do repositório e, consequentes possibilidades de que esta venha a 

ultrapassar os limites da altura máxima interna da cripta, vindo a ocasionar uma migração 

de contaminantes para o curso de águas subterrâneas, com doses potencialmente danosas 

ao ecossistema da região 

Existem vários caminhos possíveis ou trajetórias, como são chamados em 

qualquer processo estocástico, como a evolução de espessura de corrosão, o nível de água 

em um lago, etc. A Figura 2.5 apresenta uma representação esquemática de caminhos ou 

trajetórias possíveis, a partir de uma condição inicial, onde X’t (x’,t’) representa o estado 

anterior e, Xt (x,t) o estado posterior. 

 

 

Figura 2.5 - Representação esquemática de caminhos possíveis à partir uma condição 

inicial 

 

Em decorrência deste fato, a condição inicial para a Eq. de Fokker-Planck no 

cenário de infiltração por água no Repositório de Abadia-Goiás é da forma de uma delta 
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de Dirac, pois apesar das trajetórias possíveis, existe um único valor a partir de t = 0, para 

a altura da coluna de líquido infiltrado, e para esta é utilizado um valor fixo igual a x0. 

Assim a condição inicial P(x,0) é da forma: 

 

P(x, 0) = δ(x − y) =
1

2π
∫ e−ikxeiky+∞

−∞
dk   (2.5) 

   

Com: x = a altura de líquido infiltrado;  

y = x0, valor inicial;  

k = variável da Transformada de Fourier.  

 

A condição inicial P(x,0) ser apresentada como uma delta de Dirac é em 

correspondência ao problema modelado por ALVES (2014) em sua pesquisa, mas a delta 

de Dirac na representação por Transformada de Fourier é devida à modelagem 

desenvolvida por VALSAKUMAR (1983), na qual foi baseada a modelagem para a 

resolução analítica via Método de Trotter da Eq. de Fokker-Planck aplicada ao problema 

desenvolvido nesta pesquisa. 

Considere-se a Eq. de Fokker-Planck (ALVES, 2014): 

   

∂P(x,t)

∂t
= (2ax + b)P(x, t) + (ax2 + bx + c)

∂

∂x
P(x, t) + (

Fd
2

2n1
2)

∂2

∂x2 P(x, t)  (2.6) 

 

A Eq. de Fokker-Planck aplicada ao modelo é do tipo: 

 Linear- todos os termos presentes na equação não possuem coeficientes 

em função de t;  

 Não-homogênea – o coeficiente de arraste da equação, no segundo termo 

do membro direito, possui uma função de 2º grau em (x), dada por: 

(ax2 + bx + c);  

 Unidimensional – a equação é somente a uma variável (x), como todas 

as equações de Fokker-Planck apresentam dependência no tempo, é 

padrão contar e atribuir o número de dimensões, sem considerar na 

contagem de dimensões a variável (t) atribuída ao tempo;  

 Ruído branco – o último termo do membro direito da equação apresenta 

coeficiente de difusão constante = (
Fd

2

2n1
2). 
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O Eixo (x), relativo à altura da coluna de líquido infiltrado, localizado no centro 

geométrico da cripta do repositório e os parâmetros a, b e c na Eq. de Fokker-Planck são 

importantes, pois, além de serem relativos à estrutura física da cripta do repositório, são 

os mesmos utilizados por ALVES (2014), e: 

 

• Parâmetros a, b e c associam a Eq. de Fokker-Planck ao problema de infiltração 

por água no Repositório de Abadia-Goiás; 

• Parâmetro c constante, pois a função degradação do teto do repositório 

Fd é constante (condição de contorno). 
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Capítulo 3 

 Método de Trotter 

 

 

O Método de Trotter ou Fórmula de Trotter é o método de resolução analítica 

utilizado nesta pesquisa como método de solução para a Eq. de Fokker-Planck aplicada 

ao problema de infiltração por água no Repositório de Abadia-Goiás. É um método 

simples atribuído a TROTTER (1959) que baseia-se na teoria de semigrupos e possui 

uma aproximação que pode ser estendida a uma soma finita de operadores infinitesimais, 

que comutam ou não entre si. Para explicitar o método, considere-se a Fórmula de Trotter, 

a seguir, onde Li é a soma de operadores infinitesimais: 

 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝐿𝑖𝑇;          𝑖 = 1,2       (3.1) 

  

Reescrevendo com relação a P(x,t): 

 

𝜕𝑃

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) = 𝐿𝑖𝑃(𝑥, 𝑡);          𝑖 = 1,2      (3.2) 

 

A solução para P(x,t) é a equação escrita no formato para o Método de Trotter, 

para o caso de dois operadores infinitesimais: 

 

𝑃(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑡𝐿𝑖𝑃(𝑥, 0);        𝑖 = 1,2       (3.3) 

 

Onde, considera-se, de acordo com TROTTER(1959): 

 

𝑒𝐴+𝐵 = lim
𝑛→∞

(𝑒
𝐴

𝑛 𝑒
𝐵

𝑛)𝑛        (3.4) 

 

O Método de Trotter pode ser aplicado nos casos em que os operadores 

infinitesimais comutam ou não entre si, a manipulação algébrica aplicada em cada caso 

difere consideravelmente, porém em ambos os casos, a solução para P(x,t) não pode ser 

expressa em termos dos produtos das funções, ou operadores exponenciais envolvidos. É 



15 

 

importante frisar que os operadores infinitesimais Li podem ou não comutar entre si, 

porém tal propriedade não é estendida aos operadores exponenciais 𝑒𝑡𝐿𝑖, que 

necessariamente devem ser manipulados algebricamente, na sequência (na ordem) em 

que aparecem na equação. 

Se T for o operador integral expressando a solução da Eq. de Fokker-Planck, 

considere-se (ROCHA, 2014; LEMOS e MOURA, 2004): 

 

T = 𝑒𝑔1(𝑡)𝐿1𝑒𝑔2(𝑡)𝐿2𝑒𝑔3(𝑡)𝐿3       (3.5) 

 

Esta modelagem matemática, no formato da Eq. (3.5), foi aplicada por ROCHA 

(2014); LEMOS e MOURA (2004) e LEMOS et al (2018) e desenvolvida em casos onde 

os operadores Li comutam entre si. 

Agora reescrevendo-se a Eq. (3.4) em termos para a solução de P(x,t) estendida 

a três operadores Li, no formato para o Método de Trotter, tem-se: 

 

𝑃(𝑥, 𝑡) = lim
𝑛→∞

(𝑒(
𝑡

𝑛
)𝐿1 . 𝑒(

𝑡

𝑛
)𝐿2 . 𝑒(

𝑡

𝑛
)𝐿3)𝑛. 𝑃(𝑥, 0)     (3.6) 

 

No Apêndice A apresenta-se o desenvolvimento de uma prova da Fórmula de 

Trotter estendida a três operadores infinitesimais. 

DROZDOV (1992) cita que uma função arbitrária ba(t) surge de acordo com as 

diferentes formas em que o operador exponencial etLi pode ser aproximado para uma 

dada ordem em t, sendo, assim, necessário determinar uma escolha ótima para ba(t). Para 

o caso linear, como o referido autor comenta, a escolha ótima seria ba(t) = t, e concorda 

exatamente com a escolha desenvolvida por VALSAKUMAR (1983) para a modelagem 

matemática para a resolução da Eq. de Fokker-Planck via a Fórmula de Trotter, no caso 

de Li operadores não comutativos entre si. A modelagem desenvolvida por 

VALSAKUMAR (1983) foi a utilizada como método de solução analítica para a Eq. de 

Fokker-Planck aplicada ao problema de infiltração por água no Repositório de Abadia-

Goiás desenvolvida nesta pesquisa, e sua modelagem é descrita em detalhes no Capítulo 

4, referente à metodologia. 

 

  



16 

 

Capítulo 4 

 Metodologia 

 

 

A metodologia desenvolvida nesta pesquisa consistiu em aplicar, como método 

de solução analítica, o Método de Trotter ou Fórmula de Trotter, baseado na modelagem 

utilizada por VALSAKUMAR (1983), na resolução da Eq. de Fokker-Planck aplicada ao 

modelo de análise de segurança de ALVES (2014) para a infiltração por água no 

Repositório de Abadia-Goiás, com produção de resultados em dados de probabilidade 

correspondentes ao aumento da altura (x) da coluna de liquido infiltrado, localizada no 

centro geométrico da cripta do repositório. 

As três etapas que constituem a metodologia são ilustradas na Figura 4.1, e 

podem ser descritas, como: 1) Eq. de Fokker-Planck aplicada ao modelo; 2) Solução via 

Método de Trotter; e 3) Geração de resultados via Matlab®. 

 

Figura 4.1: Etapas da metodologia 
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Etapa 1: Eq. de Fokker-Planck aplicada ao modelo 

 

Nesta etapa encontram-se as características que compõem a Eq. de Fokker-

Planck aplicada ao modelo (vide subseção 2.2)), tal equação proposta por ALVES (2014) 

é do tipo linear, não-homogênea, unidimensional e com ruído branco, na forma: 

 

∂P(x,t)

∂t
= (2ax + b)P(x, t) + (ax2 + bx + c)

∂

∂x
P(x, t) + (

Fd
2

2n1
2)

∂2

∂x2 P(x, t)    (2.6) 

 

A Eq. (2.6) possui as seguintes características:  

 Parâmetros a, b e c especificados na Tabela 2.2: 

 

 

a = 
Kc

n1 Ab

 
(b1 + b2 )

L
 , [m-1,a-1];       (2.1) 

 

b = 
Kc

𝑛1 E
 [a-1];         (2.2) 

 

c = 
1

  𝑛1

(Kc . Fd . (pm +  ir
′ −  e′ −  r′ )) [m/a];     (2.3) 

 

 Condição de contorno: 

   A função degradação do teto do repositório é constante, Fd(t) = Fd; 

 

 Condição inicial: 

P(x, 0) = δ(x − y) =
1

2π
∫ e−ikxeiky+∞

−∞
dk     (2.5) 

   

Com y = x0, valor inicial e, k a variável da transformada de Fourier. 

 

 Operadores L1, L2 e L3 que não comutam entre si: 

 

L1 = (2ax + b)      (4.1) 

 

L2 = ( ax2 + bx + c)
∂

∂x
     (4.2) 
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L3 =
Fd

2

2n1
2

∂2

∂x2       (4.3) 

 

 Eixo (x), relativo à altura da coluna de líquido infiltrado, localizado no 

centro geométrico da cripta do repositório. 

 

O período de tempo utilizado: t [0,300], com t (anos), é o período de Controle 

Institucional estipulado por TRANJAN FILHO et al (1997), e determinado pelos autores 

através de análises de cenários que permitiram uma estimativa de dose em função do 

tempo pós-deposição dos recipientes de rejeitos radioativos no interior das estruturas de 

concreto do repositório. 

Existe uma correspondência com a modelagem realizada por ALVES (2014) 

que valida a metodologia desta pesquisa, e esta se verifica ao serem utilizados: 

• Mesmo cenário: infiltração por água pelo teto, base e paredes;  

• Todos os parâmetros e dados numéricos são os mesmos; 

• Mesma Hipótese: condição de contorno dada por Fd(t) = Fd = constante; 

• Condição inicial: dada por delta de Dirac, devido ao fato de que existe por 

definição, um único valor em t = 0 para a altura da coluna de líquido infiltrado; 

• Altura da coluna de líquido infiltrado (x) aplicada também ao centro geométrico 

da cripta do repositório. 

  

Etapa 2: Solução via Método de Trotter 

 

Esta etapa é a mais extensa das três que compõem a metodologia e através dela 

é que, efetivamente, encontrou-se a solução analítica para a Eq. de Fokker-Planck, via 

Método de Trotter, tendo como base a modelagem utilizada por VALSAKUMAR (1983).  

Os subitens que compreendem esta etapa, vide Figura 4.1, podem ser resumidos, 

como: escrever a Eq. de Fokker-Planck, Eq. (2.6), em formato requerido para o Método 

de Trotter; manipular algebricamente os operadores exponenciais, a condição inicial e o 

limite presentes em P(x,t), após esta ter sido escrita no formato para o Método de Trotter; 

e finalmente, escrever P(x,t) na forma de sua solução analítica encontrada. 

Desta forma, considere-se a solução P(x,t) dada por: 
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P(x, t) = etLiP(x, 0) ;         i = 1,2,3     (4.4) 

Onde P(x,0) é condição inicial de P(x,t). 

 

A Fórmula de Trotter estendida a três operadores: 

eL1+L2+L3 = lim
𝑛→∞

(e(
1

n
)L1 . e(

1

n
)L2 . e(

1

n
)L3)n     (4.5) 

 

Mas, se: θn = (e(
t

n
)L1 . e(

t

n
)L2 . e(

t

n
)L3)n     (4.6) 

 

Assim, da Eq. (4.4) e Eq.(4.6) pode-se escrever: 

 

 P(x, t) = lim
n→∞

θn P(x, 0)       (4.7) 

 

E, finalmente: 

 

𝐏(𝐱, 𝐭) em sua forma requerida para o Método de Trotter 

 

P(x, t) = lim
n→∞

(e
(

t

n
)L1 . e

(
t

n
)L2 . e

(
t

n
)L3)n P(x, 0)    (3.6) 

 

Com a condição inicial dada por: 

 

P(x, 0) = δ(x − y) =
1

2π
∫ e−ikxeiky+∞

−∞
dk      (2.5) 

Onde y = x0, valor inicial e, k a variável da transformada de Fourier. 

 

Cálculo de ϴ  

 

Assim, seguindo a modelagem matemática proposta em VALSAKUMAR 

(1983), considere-se θ, em termos dos parâmetros e dados (vide Tabela 2.2) do problema 

de infiltração por água no Repositório de Abadia-Goiás: 

 

θ = e((
t

n
)(2ax+b)). e((

t

n
)(ax2+bx+c)

∂

∂x
). e

((
t

n
)(

Fd
2

2n1
2)(

∂2

∂x2))
   (4.8) 
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Com os três operadores exponenciais, dados por: 

 

Primeiro operador exponencial: e((
t

n
)(2ax+b))

    (4.9) 

 

Segundo operador exponencial: e((
t

n
)(ax2+bx+c)

∂

∂x
)
   (4.10) 

 

Terceiro operador exponencial: e
((

t

n
)(

Fd
2

2n1
2)(

∂2

∂x2))
   (4.11) 

 

Elevando a Eq. (4.8) a n: 

 

𝜃𝑛 = [𝑒((
𝑡

𝑛
)(2𝑎𝑥+𝑏)). 𝑒((

𝑡

𝑛
)(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)

𝜕

𝜕𝑥
). 𝑒

((
𝑡

𝑛
)(

𝐹𝑑
2

2𝑛1
2)(

𝜕2

𝜕𝑥2))
]

𝑛

   (4.12) 

 

Substituindo a Eq. (4.12) na Eq. (3.6) e considerando-se a condição inicial 

P(x,0): 

 

P(x, t) = lim
n→∞

θn 1

2π
∫ e−ikxeiky+∞

−∞
dk     (4.13) 

Com y = x0, valor inicial e, k a variável da transformada de Fourier. 

 

Mas: 

 

lim
𝑛→∞

𝜃𝑛 𝑒𝑥 = lim
𝑛→∞

𝜃𝑛 ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞
 = lim

𝑛→∞
∫ 𝜃𝑛𝑒𝑥𝑑𝑥

+∞

−∞
   (4.14) 

 

Para simplificar, considere: 

 

𝑡

𝑛
= 𝑑         (4.15) 

 

𝐹𝑑
2

2𝑛1
2 . 𝑑 = 𝑘3         (4.16) 
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Assim, substituindo na Eq. (4.8): 

 

θ = e(d(2ax+b)). e(d(ax2+bx+c)
∂

∂x
). e

(k3
∂2

∂x2)
     (4.17) 

 

Para encontrar a solução de P(x,t) é necessário considerar os operadores 

exponenciais e a condição inicial, na ordem em que aparecem, pois, os operadores Li 

podem comutar ou não, mas necessariamente os operadores exponenciais não comutam. 

Desta forma, aplicando 𝑒(−𝑖𝑘𝑥) ao terceiro operador exponencial (WILCOX, 1967), 

encontra-se: 

 

𝑒
(𝑘3

𝜕2

𝜕𝑥2)
. 𝑒(−𝑖𝑘𝑥)        (4.18) 

 

𝑒
𝑘3

𝜕2

𝜕𝑥2𝑒−𝑖𝑘𝑥 = [1 + 𝑘3

𝜕2

𝜕𝑥2
+

1

2!
𝑘3

2
𝜕2

𝜕𝑥2

𝜕2

𝜕𝑥2
+ ⋯ ]𝑒−𝑖𝑘𝑥 

 

= [𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑘3
𝜕2

𝜕𝑥2 (𝑒−𝑖𝑘𝑥) +
1

2!
𝑘3

2 𝜕2

𝜕𝑥2

𝜕2

𝜕𝑥2 [𝑒−𝑖𝑘𝑥] + ⋯ ] 

 

= e−ikx  +  [-k3k
2e−ikx] + 

1

2!
[k3

2 ∂2

∂x2[-k2e−ikx] + ⋯ 

 

= e−ikx - k3k
2e−ikx  -  

1

2!
(k3)

2 k4e−ikx + ⋯ 

 

= e−ikx   +  (-k3k
2)e−ikx  +  (

−k3
2 k4

2!
) e−ikx + ⋯ 

 

= [1 +(−k3k2) +
1

2!
(−k3k2)2 + ⋯ ] e−ikx 

 

E: 

 

𝑒
𝑘3

𝜕2

𝜕𝑥2 . 𝑒−𝑖𝑘𝑥 = 𝑒−𝑘3𝑘2−𝑖𝑘𝑥       (4.19) 

 

Aplicando a Eq. (4.19) ao segundo operador exponencial (WILCOX, 1967): 
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𝑒(𝑑(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)
𝜕

𝜕𝑥
) 𝑒(−k3k2−ikx)      (4.20) 

 

Onde da Eq. (4.20), considera-se somente: 

 

𝑒(𝑑(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)
𝜕

𝜕𝑥 ∙ 𝑒(−𝑖𝑘𝑥)

= [1 + 𝑑(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)
𝜕

𝜕𝑥
+

1

2!
𝑑2(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)2

𝜕2

𝜕𝑥2
+ ⋯ ] ∙ 𝑒−𝑖𝑘𝑥 

 

= [𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑑(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)
𝜕

𝜕𝑥
(𝑒−𝑖𝑘𝑥) +

1

2!
𝑑2(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)2

𝜕

𝜕𝑥
[

𝜕

𝜕𝑥
(𝑒−𝑖𝑘𝑥)]

+ ⋯ ] 

 

= 𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑑(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)(−𝑖𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑥 +
𝑑2

2!
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)

𝜕

𝜕𝑥
(−𝑖𝑘𝑒−𝑖𝑘𝑥) + ⋯ 

 

= 𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑑(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)(−𝑖𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑥 +
𝑑2

2!
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)(−𝑖𝑘)2𝑒−𝑖𝑘𝑥 + ⋯ 

 

= [1 + 𝑑(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)(−𝑖𝑘) +
𝑑2

2!
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)2(−𝑖𝑘)2 + ⋯ ]𝑒−𝑖𝑘𝑥 

 

Multiplicando pelo termo 𝑒−𝑘3𝑘2
, pertencente à Eq. (4.20), encontra-se: 

 

𝑒−𝑘3𝑘2
𝑒𝑑(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)(−𝑖𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑥       (4.21) 

 

Por fim, considerando que o primeiro operador exponencial é da forma: 

  

𝑒𝑑(2𝑎𝑥+𝑏) = 𝑒𝑢(𝑥)        (4.22) 

 

Onde, u(x) é apenas uma equação de 1º em x, logo não se faz necessária a mesma 

manipulação algébrica realizada anteriormente, com relação aos outros dois operadores 

exponenciais, então: 
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𝜃𝑒−𝑖𝑘𝑥 = 𝑒−𝑘3𝑘2
𝑒𝑑(2𝑎𝑥+𝑏+(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐))(−𝑖𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑥    (4.23) 

 

Para θn a Eq. (4.23) toma a forma: 

𝜃𝑛𝑒−𝑖𝑘𝑥 = [𝑒−𝑘3𝑘2
𝑒𝑑(2𝑎𝑥+𝑏+(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐))(−𝑖𝑘)

]𝑛 ∙  𝑒−𝑖𝑘𝑥   (4.24) 

 

Cálculo do 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝜽𝒏𝒆−𝒊𝒌𝒙 

 

Substituindo:  𝑑 =
𝑡

𝑛
  e aplicando o limite a Eq.(4.24): 

lim
𝑛→∞

𝜃𝑛𝑒−𝑖𝑘𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑒−𝑡𝑘3𝑘2
⋅ 𝑒𝑡(2𝑎𝑥+𝑏+(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐))(−𝑖𝑘)

⋅ 𝑒−𝑖𝑘𝑥  

 = 𝑒−𝑡𝑘3𝑘2
𝑒𝑡(2𝑎𝑥+𝑏+(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐))(−𝑖𝑘)

⋅ 𝑒−𝑖𝑘𝑥   (4.25) 

 

Assim, a solução para P(x,t) pode reescrita, como: 

 

P(x, t) =  
1

2π
 ∫ e−tk3k2

 et(2ax+b)+(ax2+bx+c))+x−y)dk
+∞

−∞
   (4.26) 

 

Para: 

 

k5 =  
Fd

2

2n1
2         (4.27) 

 

E: 

 

ka
2 = [ t ( 2ax + b + (ax2 + bx + c)) + x − y]2    (4.28) 

 

A solução de P(x,t) pode ser reescrita como: 

 

P(x, t) =  
1

2π
 ∫ e−k5t k2

e(−ik)(ka )dk
+∞

−∞
     (4.29) 

 

Desta forma P(x,t) pode ser encontrada em tabela de solução de integral 

(DEBNATH  e BHATTA,2007): 
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P(x,t) = 
1

√2𝑡𝑘5
 𝑒𝑥𝑝 (

−𝑘𝑎
2

4𝑘5
)       (4.30) 

 

Substituindo k5 Eq.(4.27) e ka Eq. (4.28): 

 

P(x,t) =  
1

√2𝑡
𝐹𝑑

2

2𝑛1
2

 exp (
(−(𝑡(2𝑎𝑥+𝑏+(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐))+𝑥−𝑦)

2
)

4𝐹𝑑
2

2 𝑛1
2

)   (4.31) 

Solução de P(x,t) na sua forma analítica 

 

Assim, a solução de P(x,t) na sua forma analítica é da forma: 

 

P(x,t) = 
𝑛1

𝐹𝑑

1

√𝑡
 exp (

(−(𝑡(2𝑎𝑥+𝑏+(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐))+𝑥−𝑦)
2

)

2𝐹𝑑
2

𝑛1
2

)   (4.32) 

 

Etapa 3: Geração de resultados via Matlab® 

 

Após obtenção da forma analítica de P(x,t), foi utilizado o pacote Matlab® para 

a implantação numérica dos dados (vide Tabela 2.2) na Eq. (4.32) e geração de resultados. 

A integral com relação a t da solução analítica para P(x,t) aplicada ao problema 

produz como resultado a curva p(x), que é a distribuição de probabilidades associada à 

variação da coluna de líquido infiltrado, no interior da cripta do repositório. A distribuição 

de probabilidades p(x) associada à densidade de probabilidades P(x,t) foi obtida 

integrando P(x,t) com relação a t, com limites de tempo relativos ao período institucional, 

em  t0 = 0 e tf = 300.  

A solução para p(x) = ∫ P(x, t)dt
𝑡𝑓

𝑡0
 foi obtida diretamente através do pacote 

Matlab®, e pode ser vista na Eq. (4.33):  

 

p(x) = ∫ dt
𝑡𝑓

𝑡0

𝑛1

𝐹𝑑

1

√𝑡
 exp (

(−(𝑡(2𝑎𝑥+𝑏+(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐))+𝑥−𝑦)
2

)

2𝐹𝑑
2

𝑛1
2

)  (4.33) 
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Onde: y = x0 é o valor inicial da altura de líquido. 

 

Foi utilizado também o pacote Matlab® para a implantação numérica dos dados 

em p(x) (vide Tabela 2.2) e geração de resultados. Através da análise dos resultados 

apresentados pela curva p(x) é possível encontrar as probabilidades associadas aos níveis 

da coluna de líquido infiltrado e suas possíveis consequências, como a possibilidade de 

migração de radionuclídeos para o curso de águas subterrâneas, com doses 

potencialmente danosas ao ecossistema da região. 
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Capítulo 5 

 Resultados e Discussões 

 

 

A solução da Eq. de Fokker-Planck fornece como resultados a densidade de 

probabilidade condicional entre dois estados, o estado P’(x’, t’) e o estado P(x,t) posterior. 

Desta forma, através da integral com relação a t da solução analítica para P(x,t), vide 

etapa 3 do Capítulo 6 sobre a metodologia, é possível encontrar os valores de distribuição 

de probabilidade p(x) associados à altura de líquido infiltrado, até a altura limite dada 

pela altura interna da cripta do repositório, ao longo da faixa de tempo institucional de 0 

a 300 anos. A Figura 5.1 ilustra a superfície P(x,t) dada pela Eq. (4.32), com seu gráfico 

gerado através do MatLab®. 

 

 

Figura 5.1 – Superfície P(x,t) aplicada ao problema de infiltração por água no 

Repositório de Abadia-Goiás 

 

A Figura 5.1 mostra o comportamento da superfície P(x,t), onde se pode perceber 

que os maiores valores de probabilidade estão associados aos menores valores de nível 
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da altura da coluna de líquido infiltrado (x), indicando, assim, que as maiores chances de 

ocorrência não estão associadas a um possível transbordamento da coluna de líquido 

infiltrado.  

Na Figura 5.2 é ilustrada a curva p(x) dada pela Eq. (4.33), tal curva apresenta o 

maior valor de probabilidade de ocorrência de aumento da coluna de líquido infiltrado 

associado a valores em torno de x=0,80m. Após esse valor máximo na curva, os valores 

de probabilidade tendem a diminuir vertiginosamente, conforme os valores para os níveis 

da coluna de infiltrado (x) tendem a aumentar.  

 

Figura 5.2 – Curva p(x) distribuição de probabilidade aplicada ao problema de 

infiltração por água no Repositório de Abadia-Goiás 

 

Os resultados aqui obtidos são importantes e agregam informações relevantes 

quanto ao gerenciamento de risco do repositório, quando da ocorrência de uma infiltração 

por água, tais resultados apresentam novas informações com relação a qual nível na altura 

da coluna de líquido infiltrado possui maiores chances de ocorrência, tendo como limite 

superior a altura total interna da cripta. Estes dados relativos à integridade estrutural da 

cripta e sua funcionalidade, dados tão necessários a estudos de gerenciamentos de riscos, 

indicam quais seriam as possibilidades de que haja migração do Cs137 para o lençol 

freático, auxiliando a tomada de decisão feita por especialistas de segurança na área 
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nuclear. Então, considerando-se que a faixa de valores correspondente à altura da 

estrutura interna da cripta é de 0,0001m a 4,38m (vide Tabela 2.2), o valor de 0,80m é 

uma altura considerável se comparada ao valor inicial de 0,0001m, mas representa um 

preenchimento com menos de 19% de líquido infiltrado, com relação à altura total no 

interior da cripta, o que significa dizer que tais valores não indicam uma migração de 

contaminantes atingindo o lençol freático, durante o período de tempo institucional de 

300 anos, considerado nesta pesquisa.  
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Capítulo 6 

 Conclusões e Recomendações 

 

 

Uma simplicidade reside no fato de que a modelagem foi construída de forma 

unidimensional, e na geometria considerada para a construção do modelo, o centro 

geométrico da estrutura da cripta do repositório é o local de maiores chances de 

ocorrência do aumento da coluna de líquido infiltrado. Este é,também, o local onde foram 

armazenados os embalados de maior atividade. Os resultados foram obtidos pela 

modelagem desse pior cenário, com mais chances de ocorrência e, portanto, suas 

considerações podem ser estendidas de forma eficiente aos demais locais geométricos da 

cripta do repositório, sem perda de generalidade.  

Os resultados apresentados nesta pesquisa apontam que as maiores chances são 

de que a coluna de líquido infiltrado atinja valores em torno de 0,80m de altura. Isto 

significa, em termos físicos, afirmar que se a altura da coluna de líquido infiltrado não 

atingir seu valor máximo, correspondente à altura da estrutura interna da cripta, não 

haverá consequente migração de contaminantes para o lençol freático. Assim, a 

modelagem apresenta resultados que corroboram e agregam valores aos relatórios 

técnicos e estudos anteriores, como os citados na Tabela 2.1, que versam sobre a 

integridade estrutural do repositório e suas funcionalidades.  

A modelagem utilizada se mostrou simples e eficiente, porém algumas 

limitações encontram-se associadas a uma possível complexidade na solução analítica da 

Eq. de Fokker-Planck para o problema pesquisado, pois a sua solução analítica passaria 

de simples a complexa, se:  

• Com relação aos parâmetros oriundos do Repositório de Abadia-Goiás para a 

Eq. de Fokker-Planck (vide subseção 2.1 e Tabela 2.2): 

  Fd não for constante, mas Fd(t): isso implicaria numa modificação 

na condição de contorno, o parâmetro c deixaria de ser constante e 

passaria a ser c(t); 

  Se os parâmetros a e b tomarem a forma de funções ou a forma 

matricial; 
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• Houver um acréscimo de outras dimensões à Eq. de Fokker-Planck: uma Eq. 

de Fokker-Planck bidimensional P(x,r,t), onde x seria a altura da coluna de 

líquido infiltrado e r, a concentração de contaminantes. 

A Tabela 6.1 apresenta um panorama sobre as vantagens e desvantagens 

observadas no uso do Método de Trotter como forma de solução analítica para a Eq. de 

Fokker-Planck aplicada ao problema de infiltração por água no Repositório de Abadia-

Goiás: 

 

Tabela 6.1 – Vantagens e Desvantagens observadas no uso do Método de Trotter 

VANTAGENS DESVANTAGENS 

• O Método de Trotter apresenta a 

vantagem de permitir que uma 

Eq. de Fokker-Planck seja 

resolvida analiticamente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• A Eq. de Fokker-Planck para o 

problema se apresenta na forma 

linear e unidimensional, assim a 

solução analítica via Método de 

Trotter é encontrada mais 

facilmente. 

 

• A Eq. de Fokker-Planck para o 

problema possui poucos 

parâmetros (vide subseção 2.1 e 

Tabela 2.2)  e uma váriável 

associada (x), tal fato simplifica 

a solução analitica via Método 

de Trotter.  

• Quando a Eq. de Fokker-Planck não se 

apresenta na forma linear,  o Método de 

Trotter ainda possui a vantagem de permitir 

que a equação tenha solução analítica, 

porém, apresenta a desvantagem de ser 

necessária, como em VALSAKUMAR 

(1983) e DROZDOV (1992), uma 

manipulação algébrica um pouco mais 

complexa. Seria necessária uma 

manipulação algébrica mais complexa, se na 

Eq. de Fokker-Planck aplicada ao problema 

Fd não fosse constante.  

 

• Uma desvantagem é a necessidade de se 

refinar a modelagem, através de uma escolha 

ótima para a função de t, associada ao 

Método de Trotter, para o caso de uma Eq. 

de Fokker-Planck não linear, como afirma 

DROZDOV (1992).  

 

• No caso de uma Eq. de Fokker-Planck 

apresentar muitos parâmetros e/ou variáveis 

associadas, a solução na forma numérica é a 

opção sugerida na literatura, como citado em 

RISKEN (1984). 

 

Com relação a sugestões para trabalhos futuros: 
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• Considerando que os parâmetros de entrada para modelagem do problema são 

parâmetros da concepção e estrutura do Repositório de Abadia-Goiás, mas 

são parâmetros comuns encontrados em repositórios com a mesma finalidade, 

seria útil aplicar a modelagem a outros repositórios; 

• Aplicar uma modelagem com solução numérica da Eq. de Fokker-Planck 

associada ao cenário de ocorrência de riscos estudado, para o caso da 

condição de contorno Fd(t), a função degradação do teto não ser mais 

constante e sim variável no tempo, apesar de tal modelagem tornar complexa 

a sua forma de solução. Esta nova consideração não inviabilizaria o método 

utilizado nesta pesquisa, porém este perderia sua simplicidade, passando do 

simples a complexo, pois aumentaria consideravelmente a manipulação 

algébrica necessária para a obtenção da solução na forma analítica. 
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APÊNDICE A 

 

 

Prova da Fórmula do Produto de Trotter 

 

 

MOLIGNINI (2013) realiza em seu artigo uma prova completa da Fórmula de 

Trotter (ou Fórmula Lie-Trotter), para duas matrizes A e B ϵ Matn (₵) que não comutam 

entre si.  

Neste Apêndice, seguindo a mesma metodologia aplicada por MOLIGNINI 

(2013), é desenvolvida uma prova da Fórmula de Trotter estendida à A, B e C três 

matrizes que não comutam entre si, com A, B e C ϵ Matn (₵).  

 

𝑒𝐴+𝐵+𝐶 = lim
𝑛→∞

(𝑒
𝐴
𝑛 𝑒

𝐵
𝑛𝑒

𝐶
𝑛)𝑛 

 

Ou, escrito de outra forma: 

 

||𝑒𝐴+𝐵+𝐶 − .(𝑒
𝐴

𝑛 𝑒
𝐵

𝑛𝑒
𝐶

𝑛)𝑛|| ≤ ο (n-1) para 𝑛 → ∞ 

 

Sejam: 

 

β n = 𝑒(𝐴+𝐵+𝐶)/𝑛 e ϒn = . 𝑒
𝐴

𝑛 𝑒
𝐵

𝑛𝑒
𝐶

𝑛 

 

Para: 

 

 

 

Expandindo β n  e ϒn em Série de Taylor: 
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β n = [1 +
𝐴+𝐵+𝐶

𝑛
+  

1

2!
  

(𝐴+𝐵+𝐶)2

𝑛2
+

1

3!
  

(𝐴+𝐵+𝐶)3

𝑛3
+ ⋯ ] 

 

ϒn = [ 1 +
𝐴

𝑛
+  

1

2!
  

(𝐴)2

𝑛2 +
1

3!
  

(𝐴)3

𝑛3 + ⋯ ]  +  [ 1 +
𝐵

𝑛
+  

1

2!
  

(𝐵)2

𝑛2 +
1

3!
  

(𝐵)3

𝑛3 + ⋯ ]  +  

[1 +
𝐶

𝑛
+  

1

2!
  

(𝐶)2

𝑛2 +
1

3!
  

(𝐶)3

𝑛3 + ⋯ ] 

 

Mas, em β n: 

 

1

2!
  

(𝐴+𝐵+𝐶)2

𝑛2 +
1

3!
  

(𝐴+𝐵+𝐶)3

𝑛3 + ⋯ =  ο (n-2) para 𝑛 → ∞ 

 

E em ϒn : 

 

1

2!
  

(𝐴)2

𝑛2 +
1

3!
  

(𝐴)3

𝑛3 + ⋯  =  ο (n-2)  para 𝑛 → ∞ 

 

1

2!
  

(𝐵)2

𝑛2 +
1

3!
  

(𝐵)3

𝑛3 + ⋯  =  ο (n-2)  para 𝑛 → ∞ 

 

1

2!
  

(𝐶)2

𝑛2
+

1

3!
  

(𝐶)3

𝑛3
+ ⋯  =  ο (n-2)  para 𝑛 → ∞ 

 

Assim: 

 

β n  =  [1 +
𝐴+𝐵+𝐶

𝑛
+ ο (n-2)]  e ϒn  =  [1 +

𝐴+𝐵+𝐶

𝑛
+ ο (n-2)]  

 

Para:   

β n  - ϒn     com 𝑛 → ∞ 

 

β n  - ϒn  =  [1 +
𝐴+𝐵+𝐶

𝑛
]  -  [1 +

𝐴+𝐵+𝐶

𝑛
] + ο (n-2) 

 

Assim:  

β n  - ϒn  =  ο (n-2) 
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Desta forma, para  𝑛 → ∞, a primeira parte da prova está completa. 

 

 

Para a segunda parte da prova, considere-se agora:  𝑛 → 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜 

 

Seja a evolução dada por: 

 

β n
n  - ϒn

n  =  e A + B + C  -  e A  e B  e C 

 

De acordo com MOLIGNINI (2013), considere-se a seguinte desigualdade: 

 

|| β n  - ϒn
  ||  ≤  n [max ( || β || || ϒ || ) n – 1  || β n  - ϒ n ||   (A.1) 

 

Agora, aplicando a desigualdade triangular: 

 

|| β n || ≤  || 𝑒(𝐴+𝐵+𝐶)/𝑛 ||  ≤  𝑒(||𝐴+𝐵||+||𝐶||)/𝑛    ≤  𝑒(||𝐴||+||𝐵||+||𝐶||)/𝑛 

 

e 

 

|| ϒ n || ≤  ||. 𝑒
𝐴

𝑛 𝑒
𝐵

𝑛𝑒
𝐶

𝑛  || ≤  ||. 𝑒
𝐴

𝑛|| ||𝑒
𝐵

𝑛|| ||𝑒
𝐶

𝑛||  ≤  . 𝑒
||𝐴||

𝑛 𝑒
||𝐵||

𝑛 𝑒
||𝐶||

𝑛   =  𝑒(||𝐴||+||𝐵||+||𝐶||)/𝑛 

 

Da Eq. (A.1): 

 

||𝑒𝐴+𝐵+𝐶 − .(𝑒
𝐴

𝑛 𝑒
𝐵

𝑛𝑒
𝐶

𝑛)𝑛||  = || β n
n  - ϒ n

n ||  ≤  n (𝑒||𝐴||+||𝐵||+||𝐶||) ο (n-2)  =  ο (n-1) 

 

||𝑒𝐴+𝐵+𝐶 − .(𝑒
𝐴

𝑛 𝑒
𝐵

𝑛𝑒
𝐶

𝑛)𝑛||  =  ο (n-1) 

 

Ou 

𝑒𝐴+𝐵+𝐶 = lim
𝑛→∞

(𝑒
𝐴
𝑛 𝑒

𝐵
𝑛𝑒

𝐶
𝑛)𝑛 

 

 


	2frente_i_ii_10JUL
	iii_xii_frente12jul
	CORPO_intro_a_apend_12jul

