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A pesquisa desenvolvida pode ser classificada como um problema de anélise de
seguranca nuclear inserido na area de gerenciamento de riscos relativos a rejeitos
radioativos. A modelagem simples e eficiente foi construida tendo como foco desenvolver
a Eq. de Fokker-Planck para o célculo de atributos de confiabilidade necessérios para a
tomada de decisdo com informacé&o de risco, envolvidos na analise de infiltracdo por agua
no interior do Repositorio situado em Abadia-Goias. A solugdo da Eq. de Fokker-Planck
foi obtida de forma analitica através do Método de Trotter, produzindo como resultados
dados de probabilidades associados ao aumento da coluna de liquido infiltrado por agua.
A modelagem foi unidimensional, e os célculos realizados para o centro geométrico da
cripta do repositorio, local de maior sensibilidade de ocorréncia de cenarios acidentais,
podendo, desta forma, ser estendidos aos demais locais na cripta, sem perda de
generalidade. Os resultados atribuem as maiores chances de ocorréncia em torno de
0,80m de altura de liquido infiltrado, uma fracdo da altura da cripta que corresponde a
menos de 19% da sua altura total interna, os dados agregam elementos que podem ser
utilizados por especialistas na apreciacdo de problemas relativos a cenérios de risco

relacionados a deposicao de rejeitos radioativos.
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The research developed can be classified as a nuclear safety analysis problem
inserted in the field of risk management of radioactive waste. The simple and efficient
modeling was constructed with the objective of developing the Fokker-Planck Eq. for the
calculation of the reliability attributes required for risk-informed decision-making,
involved in the analysis of water infiltration inside the repository located in Abadia -
Goias. The solution of the Fokker-Planck Equation was obtained analytically through the
Trotter method, producing as results probability data associated with the increase of
probability the column of liquid infiltrated by water. The modeling was unidimensional,
and the calculations were performed for the geometric center of the repository crypt, place
of greater sensitivity of occurrence of accidental scenarios, thus being able to be extended
to the other places in the crypt, without loss of generality. The results attributed the
highest chances of occurrence to 0.80m of infiltrated liquid height, a fraction of the crypt
height that corresponds to less than 19% of its total internal height. Such data add
elements height such that can be used by experts on the problem of risk scenarios related

to the disposal of radioactive waste.
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CAPITULO 1

Introducéo

Atualmente, novas tecnologias séo facilitadoras com relagéo a busca continua de
solugdes para um desenvolvimento econdmico, social e sua consequente demanda
crescente de energia associada, seja com relacdo a novos consumos, industria,
modernizacéo da agricultura, etc. Como afirma CAMACHO (2010), a energia que uma
fonte nuclear produz se mostra mais limpa ao ser comparada as outras fontes de energia
disponiveis, pois seu impacto ambiental € menor, porém existe uma grande preocupacdo
com a atividade nuclear na etapa de sua producédo e principalmente com o destino final
dos seus residuos. Tal questdo se reflete amplamente na midia, no tratamento e no
armazenamento reservado aos rejeitos, um ponto importante para a continuacdo da
tecnologia nuclear como uma das opgGes de geracdo de energia elétrica, é a solugdo que
as autoridades responsaveis de cada pais destinam aos seus rejeitos radioativos
(MOREIRA et al, 2006).

Os rejeitos radioativos ja preparados para sua deposicdo sdo produzidos em
forma sélida, porém estes podem apresentar alguma quantidade de gases e/ou liquidos
em sua composi¢cdo, mas esta quantidade relativa deve estar de acordo com o 6rgdo
licenciador do pais a que pertence (ALVES,2014). O Unico repositério para rejeitos
radioativos, atualmente, no Brasil, encontra-se na cidade de Abadia de Goiés, localizada
a 22km de Goiania, trata-se de um repositorio construido proximo a superficie e destinado
a deposicéo dos rejeitos radioativos oriundos do acidente radiolégico de Goiénia, ocorrido
em setembro de 1987, com uma capsula de Cs'®’. Nesta pesquisa, 0 Repositorio de
Abadia-Goias foi o escolhido para a aplicacdo do método utilizado por possibilitar a
obtencéo de todos os dados pertinentes ao problema.

Estudos de casos em cenarios de infiltragdo constam em projetos de
licenciamento de repositérios de suas medidas de desempenho, de seu monitoramento,
entre outras exigéncias pertencentes as regulamentacdes vigentes de cada pais, no caso
do Brasil, tais regulamentacdes ficam sob responsabilidade da CNEN (Comisséo
Nacional de Energia Nuclear). O limite de dose efetiva anual deve ser de 0,3mSv em

repositorios de rejeitos radioativos, conforme orientam a CNEN (2011) e IAEA
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(International Atomic Energy Agency) (2011). As maiores preocupacdes com relacdo a
cenarios de infiltracdo sdo devidas a possiveis efeitos que podem ocorrer advindos de:
evolucdes tectdnicas, sismicidade, variacGes climaticas, etc. (CNEN, 1991; RICHARD e
DUGUID, 2008; ALVES, 2014).

O curso de aguas subterraneas € um dos mais provaveis caminhos para os
contaminantes liberados de areas de deposicao de rejeitos radioativos, no caso de ocorrer
uma migracdo de radionuclideos ao longo de um aquifero, as consequéncias quando
chegam a um possivel consumidor podem (ONISHI, 2008; RICHARD e DUGUID, 2008;
ALVES, 2014):

e Incluir um eventual consumo de &gua contaminada com doses
potencialmente danosas aos seres humanos, atraveés da contaminacgéo de
agua potavel, pogos artesianos e de alimentos;

e Contaminar o solo de superficies como mangues e praias;

e Contaminar a agua de animais silvestres que dependam de agua da regiao
ou mesmo de animais de fazendas préximas.

O objetivo geral desta pesquisa € aplicar a Eq. de Fokker-Planck para o célculo
de atributos de confiabilidade necessarios para a tomada de decisdo com informacao de
risco envolvidos na analise de infiltracdo por agua no interior do repositério situado em
Abadia-Goias, e apresenta como objetivos especificos:

e Considerando a Eg. de Fokker-Planck e suas solucdes analiticas, resolver
a Eq. de Fokker-Planck proposta para o problema de infiltracdo por dgua
no Repositério de Abadia-Goias através do Método de Trotter;

e Produzir resultados na forma de densidade de probabilidade com relagédo
aos valores de nivel de &gua infiltrada em funcdo do tempo, no
repositorio situado em Abadia-Goids, a fim de produzir elementos que
possam ser utilizados por especialistas na apreciacdo de problemas
relativos a cenarios de risco relacionados a deposicdo de rejeitos
radioativos.

A pesquisa desenvolvida pode ser considerada como um problema de analise de
seguran¢a nuclear inserido na &rea de gerenciamento de riscos relativos a rejeitos
radioativos. O uso da Eq. de Fokker-Planck na modelagem desenvolvida nesta pesquisa
para o problema de infiltracdo por agua no Repositério de Abadia-Goias foi motivado,
como afirma RISKEN (1984), pelo fato da Eq. de Fokker-Planck descrever em sua



solucéo dependente do tempo, ndo apenas as propriedades estacionarias do sistema, mas
descrever também, a dindmica do préprio sistema, desta forma, seu uso nédo se restringe
a sistemas que estejam em equilibrio, ou proximos a ele. Sobre a sua utilizagdo no
problema de infiltracdo por 4gua no Repositério de Abadia-Goids, AGUIAR (2006) e
AGUIAR et al (2007) afirmam que a avaliacdo da seguranca de um repositorio e seus
correspondentes aspectos relacionados a deposicdo de rejeitos radioativos, como: valores
de seus parametros e ocorréncia de eventos podem ser feitos por analise probabilistica.

A originalidade deste tema esta na solucéo da Eq. de Fokker-Planck aplicada ao
problema de infiltracdo por agua no Repositério de Abadia-Goids com sua resolucao
determinada de forma analitica através do Método de Trotter, e na sua implantacdo de
dados e parametros de entrada, e consequente geracdo de gréaficos, foi utilizado o pacote
MatLab®. A simplicidade na modelagem realizada nesta pesquisa esta presente na sua
forma unidimensional, e na geometria considerada para a constru¢do do modelo, onde foi
considerado o local de maiores chances de ocorréncia no aumento da coluna de liquido
infiltrado no interior da cripta do repositorio, e onde também, € o local onde foram
armazenados os embalados de maior atividade. Desta forma, sem perda de generalidade,
suas consideracdes podem ser estendidas de forma eficiente aos demais locais
geomeétricos da cripta do repositorio.

Esta pesquisa esta dividida em se¢des que apresentam: no Capitulo 2, a descri¢do
do problema, com subsecdes sobre as caracteristicas do Repositorio de Abadia-Goiéas e a
Eqg. de Fokker-Planck aplicada ao problema de Infiltracdo por agua no repositério; o
Método de Trotter encontra-se no Capitulo 3 e, no Capitulo 4 a metodologia usada; em
seguida, os Capitulos 5 e 6 com os resultados e discussdes, e as conclusdes e
recomendacdes, respectivamente, e o Apéndice A, o0 qual apresenta uma prova
desenvolvida nesta pesquisa para a Formula do Produto de Trotter estendida a trés

operadores.



CAPITULO 2

Descricao do Problema

Este capitulo trata dos aspectos do problema de infiltragdo por agua no
Repositorio de Abadia-Goias, iniciando na subsecdo 2.1 com as caracteristicas do
repositorio e seus dados. Na subsecdo 2.2 sdo apresentadas a geometria considerada para
a sua resolucéo e a Eq. de Fokker-Planck aplicada ao problema.

A Eq. de Fokker-Planck foi utilizada nesta pesquisa para o calculo da
probabilidade associada ao problema de infiltracdo por 4gua na cripta do Repositério de
Abadia-Goias, mais precisamente, a fim de calcular a probabilidade de que a infiltracdo
por agua ocasione um aumento da coluna liquida no interior da cripta do repositério. 1sso
significa em termos fisicos que, se esta por sua vez atingir a altura maxima correspondente
a altura interna da estrutura da cripta, podera ocorrer uma migracdo de contaminantes
para o curso de &guas subterraneas, com a possibilidade do transporte de radionuclideos

em doses potencialmente danosas ao ecossistema da regido.
2.1 - O Repositorio de Abadia-Goias

O Unico repositério construido no Brasil se encontra na cidade de Abadia de
Goias, localizada em Goiania, construido em virtude do acidente radioldgico com o Cs*¥’
ocorrido em setembro de 1987; trata-se do Repositério de Abadia-Goias, inaugurado em
junho de 1997, o qual possui as seguintes caracteristicas (ALVES et al, 2015):
e  Estrutura subterranea de concreto;
e Material de enchimento utilizado para aumentar a rigidez da estrutura interna e
retardar a migracao de radionuclideos a possiveis aquiferos;
e Barreiras no teto com camadas de material permeavel e impermeével,
e Os embalados contidos no repositério foram distribuidos de forma que, os de
maior nivel de atividade estejam dispostos no centro e no nivel inferior da

estrutura.



e Os vazios entre os embalados e as paredes do repositdrio sdo preenchidos por um
composto de argila e areia com estabilidade quimica e estrutural comprovados

geoldgica e geoquimicamente através de ensaios (TRANJAN FILHO et al, 1997).

As Figuras 2.1 a 2.3 apresentam detalhes de sua construcéo.

Figura 2.1 - Deposito 1 (a esquerda) de grande porte e Depdsito 2 (a direita) para
rejeitos de baixa e media atividade
Fonte: MOREIRA et al (2006)

Figura 2.2 — Embalagens de rejeitos para fontes exauridas (a esquerda) e operacdo de
compactacao de rejeitos sélidos (a direita)
Fonte: CNEN (1996)
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Figura 2.3 - Planta do arranjo dos embalados
Fonte: TRANJAN FILHO et al (1997)

O Repositério de Abadia-Goias cumpriu varias etapas necessarias a sua

construcdo e efetivacao, tal processo foi meticuloso e gerou diversos relatorios técnicos,

trabalhos académicos, etc. Alguns desses trabalhos associados ao repositério podem ser

vistos na Tabela 2.1;

Tabela 2.1 — Panorama com Relatdrios Técnicos e Pesquisas desenvolvidas na

construcdo e efetivacdo do Repositorio de Abadia-Goias

XAVIER et al BRANCO et al MIAW et al PEIXOTO e TRANJAN FILHO | ALVES (2014) e
1992 1998 1997 JACOMINO etal ALVES et al
1999 1997 2015
Calculo Modelos de Registro e Programa de Principais critérios, Analise de
conservador das simulagdo do geréncia de Monitoragao metodologia, seguranga em
espessuras das transporte de informagoes Ambiental do solugdes e cenarios sobre
barreiras de radionuclideos no referentes aos repositério, parametros que infiltragdo por
seguranga aquifero da regido rejeitos, relacionados a foram utilizados agua no interior
necessarias para o do repositdrio. enfatizando o dose equivalente no projeto do do repositdrio.
repositdrio. controle ambiental efetiva para repositdrio,
e institucional do individuos do compdem desde o
repositorio em um publico, para Relatorio de
prazo de 50 anos. diferentes Analise de
caminhos criticos Seqguranga, até
de exposicdo do detalhes de
homem a tarefas de
radiagdo. engenharia.

Na Tabela 2.1, somente a primeira coluna, o relatério de XAVIER et al (1992)

sobre estudos técnicos com respeito as barreiras de seguranca do repositério foi realizado

durante a etapa de construgéo do repositorio, os demais seguiram-se apos a efetivacéo do

mesmo, e tratam-se de documentos de varios autores com relatérios e estudos de

monitoramento, medidas de desempenho, simulagdes, etc. que versam sobre o estudo de



doses, controle ambiental e institucional, entre outros projetos de analise de seguranga do
repositério e sua funcionalidade.

O Repositério de Abadia-Goias foi o escolhido para a aplicacdo do método
utilizado nesta pesquisa, pois, possibilitou a obtencdo de todos os dados pertinentes ao
problema. A Tabela 2.2 ilustra 0os dados numéricos relacionados a estrutura fisica da cripta

do repositério (ALVES, 2014):

Tabela 2.2 - Dados numeéricos do Repositorio de Abadia-Goias

A = area interna da base do repositorio, [m?]; 1,1760.10°
b1 = largura da base do repositorio, [m]; 60,0000
b2 = comprimento da base do repositério, [m]; 19,6000
E = espessura da base do repositorio, [m]; 0,2000
e’ = taxa de evapotranspiragdo, [m/a]; 1,4570
Fq = funcdo degradacdo do teto do repositorio; 0,1000
i’y = taxa de irrigacéo no repositorio, [m/a]; 0

K¢ = condutividade hidraulica do concreto, [m/a]; 3,1500.10*
L = espessura das paredes do repositorio, [m]; 0,2000
n1 = porosidade interna do repositorio; 0,1000
p’m = taxa de precipitacdo pluviométrica média, [m/a]; 1,5920

r’ = taxa de escoamento de dgua tangente a superficie do terreno,

[m/a]; 0
x = altura da coluna liquida no interior do repositorio, [m]; [0,0002;4,3800]
y = Xo = valor inicial da altura de liquido infiltrado, [m]. 0,0001

Fonte: ALVES (2014)

Os dados da Tabela 2.2 compdem os parametros de engenharia civil relacionados
a estrutura fisica da cripta, os parametros a, b e ¢ que foram utilizados na Eq. de
Fokker-Planck aplicada ao problema de infiltracdo por &gua no Repositério de Abadia-

Goiéds. As caracteristicas da referida equacdo consideradas na sua resolucdo sao



apresentadas na subsecdo 2.2. Os parametros a, b e ¢ com seus dados especificados na

Tabela 2.2, se apresentam na forma das equagdes:

_ K¢ (by+by) 1 A-17.
a——r11 ™ — , [m=,a7]; (2.1)
— Kc -17.
b——nlE [a]; (2.2)
c=—— (K. .Fy.(pm+ ib— ¢ — ') [m/a]; (2.3)
ny

Em geral, para uma dada geometria, o processo de infiltracdo € tridimensional.
As bordas de uma estrutura fisica como a cripta do repositorio tém efeito benéfico, pois
o fluido tende a ser aderente as paredes, minimizando a sua penetracao no solo. Portanto,
se 0 processo é assumido como unidimensional (considerando x (m) a altura da coluna de
liquido infiltrado) e localizado no centro geométrico da cripta do repositério, onde as suas
condicBes de amplitude sdo superiores e a probabilidade de penetracdo é maior do que a
real, 0 esquema € conservador para a analise em questdo, podendo ser estendido aos
demais locais no interior da cripta, sem perda de generalidade. A Figura 2.4 apresenta um
corte lateral da cripta, sendo a esquerda, um corte da estrutura de concreto com infiltracdo
de &gua e degradacdo: do teto, do material de enchimento e dos embalados com rejeitos
radioativos, e a direita um corte ilustrando o eixo x(m) referente a altura de liquido

infiltrado, posicionado no centro geométrico da cripta.
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Figura 2.4 - A direita, um corte lateral da cripta, com eixo x(m) posicionado no centro
da estrutura da cripta, e a esquerda, um corte da estrutura de concreto com infiltracdo de
agua e degradacdo: do teto, do material de enchimento e dos embalados com rejeitos
radioativos
Fonte: Alves (2014)

Desta forma, pode-se analisar através dos dados de probabilidade advindos da
solugéo da Eq. de Fokker-Planck, com modelagem unidimensional para o problema de
infiltracdo por agua no repositorio, se fisicamente a coluna de liquido infiltrado aumentara
de tal maneira a valores significativos, tais que haja uma consequente migracao de
contaminantes para o curso de &guas subterréneas, ocasionando danos ao ecossistema da

regiéo.

2.2 - Eq. de Fokker-Planck aplicada ao Problema de infiltracédo por agua

no Repositorio de Abadia-Goias

A Eq. de Fokker-Planck foi usada, primeiramente, como forma de descrever o
gue seria chamado o Movimento Browniano das particulas, movimento este, atribuido ao
movimento aleatorio de grdos de pélen suspensos em meio liquido, observado em seus
estudos pelo botanico Robert Brown. O pesquisador observou que tais particulas se

moviam de forma aleatoria, independentemente se 0 meio liquido estivesse ou ndo, em



equilibrio, e cada particula tinha seu movimento préprio, independente do movimento das
demais particulas. HOTTOVY (2011) afirma que as probabilidades associadas a
processos estocasticos podem ser determinadas com o uso da Eq. de Fokker-Planck, um
fendmeno que apresenta processos independentes, e cada particula possui seu movimento
e intervalo de tempo proprios, possibilita que o sistema seja descrito de forma estocastica,
por meio de variaveis macroscopicas que flutuam de forma aleatéria, desta forma,
resolver a Eq. de Fokker-Planck significa, pois, calcular a média dessas varidveis
macroscopicas. Através da referida equacdo, pode-se encontrar a densidade de
probabilidade P(x,t|xo) da particula estar entre X e x+Ax, no instante de tempo t, a partir
do instante inicial (xo,t0), porém mesmo que esta condicao inicial seja conhecida, alguns
caminhos sdo mais provaveis de ocorrer que outros, assim sua evolucdo futura somente é
dependente do seu estado atual e de sua densidade de probabilidades (ABIONA, 2008;
VAN KAMPEN, 2007).

A Eq. de Fokker-Planck pode ser escrita em sua forma padrédo (VAN KAMPEN,

2007):
AP (x,t) a 9?2
= (A1 (0) 5. P& + (A2 () 55 P(x, D) (2.4)
Para A1(X) e Ax(x) sendo funcbes reais e diferenciaveis, com Ai(x) > 0 e
Ax(x)> 0.

O membro direito da Eqg. de Fokker-Planck apresenta termos que descrevem
processos fisicos diferentes, motivo pelo qual, a Eq. de Fokker-Planck é considerada
como uma Eq. Convectiva-Difusiva:

. O primeiro termo do membro direito € chamado de termo de convec¢éo ou
termo de arraste, com A¢(x) denominado de coeficiente de arraste;
. O segundo termo do membro direito é conhecido como termo de flutuacao,

com Az(x) denominado de coeficiente de difuséo.

Efeitos do ruido podem ser associados a Eq. de Fokker-Planck e s&o
denominados, no caso da distribuicdo espectral ser dependente ou ndo da frequéncia
(ROSSATO, 2009):

. Ruido branco é aquele que independe da frequéncia;
o Ruido colorido, apresenta termos que sao dependentes de uma ou

varias frequéncias.
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ALVES (2014) desenvolveu através de sua pesquisa uma modelagem com
resultados que fornecem os valores pontuais de X; para cada valor de tempo t, para o
cenario de infiltracdo por agua no Repositdrio de Abadia-Goias, onde x(m) foi utilizado
para representar a altura da coluna de liquido no interior da cripta e com Xo# 0, a altura
inicial da coluna de liquido em t = 0. A Eq. de Fokker—Planck relacionada ao problema
de infiltraco por agua no Repositdrio de Abadia-Goiés foi utilizada para o calculo de
probabilidade associada a este mesmo cenario de ALVES (2014), nos célculos de
densidade de probabilidade associada ao aumento da altura inicial da coluna de liquido
infiltrado na cripta do repositorio e, consequentes possibilidades de que esta venha a
ultrapassar os limites da altura méxima interna da cripta, vindo a ocasionar uma migragdo
de contaminantes para o curso de dguas subterraneas, com doses potencialmente danosas
ao ecossistema da regiao

Existem varios caminhos possiveis ou trajetdrias, como sdo chamados em
qualquer processo estocastico, como a evolugdo de espessura de corroséo, o nivel de dgua
em um lago, etc. A Figura 2.5 apresenta uma representacdo esquematica de caminhos ou
trajetdrias possiveis, a partir de uma condigao inicial, onde X’t (x’,t”) representa o estado

anterior e, X: (x,t) o estado posterior.

X 1

Xt (X, t)

X; (x, 1

tempo (a)

ty t; t; ty t t

Figura 2.5 - Representacdo esquematica de caminhos possiveis a partir uma condicao

inicial

Em decorréncia deste fato, a condicdo inicial para a Eq. de Fokker-Planck no

cenario de infiltragdo por &gua no Repositorio de Abadia-Goiés é da forma de uma delta
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de Dirac, pois apesar das trajetorias possiveis, existe um unico valor a partir de t =0, para
a altura da coluna de liquido infiltrado, e para esta € utilizado um valor fixo igual a Xo.

Assim a condi¢do inicial P(x,0) é da forma:

— 00

P(x,0) = 8(x —y) = — [~ e"xelky dk (2.5)

Com: x = a altura de liquido infiltrado;
Y = Xo, valor inicial;

k = variavel da Transformada de Fourier.

A condicdo inicial P(x,0) ser apresentada como uma delta de Dirac é em
correspondéncia ao problema modelado por ALVES (2014) em sua pesquisa, mas a delta
de Dirac na representacdo por Transformada de Fourier é devida a modelagem
desenvolvida por VALSAKUMAR (1983), na qual foi baseada a modelagem para a
resolucgdo analitica via Método de Trotter da Eq. de Fokker-Planck aplicada ao problema
desenvolvido nesta pesquisa.

Considere-se a Eq. de Fokker-Planck (ALVES, 2014):

JP(xt)

2 9 Fg) 0%
28 = (2ax + b)P(x, 1) + (ax? + bx + ) = P(x,1) + (zﬁ) Z_P(x,t) (2.6)

A Eq. de Fokker-Planck aplicada ao modelo é do tipo:

e Linear- todos os termos presentes na equacao nao possuem coeficientes
em funcéo de t;

e N&o-homogénea — o coeficiente de arraste da equacdo, no segundo termo
do membro direito, possui uma fungdo de 2° grau em (x), dada por:
(ax? + bx + ©);

e Unidimensional — a equacgao é somente a uma variavel (x), como todas
as equacdes de Fokker-Planck apresentam dependéncia no tempo, é
padrdo contar e atribuir o numero de dimensdes, sem considerar na
contagem de dimensoes a variavel (t) atribuida ao tempo;

e Ruido branco — o tltimo termo do membro direito da equacgdo apresenta

2

coeficiente de difusdo constante = (ZF—dZ)

nj
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O Eixo (x), relativo a altura da coluna de liquido infiltrado, localizado no centro
geométrico da cripta do repositorio e os parametros a, b e ¢ na Eq. de Fokker-Planck séo
importantes, pois, além de serem relativos a estrutura fisica da cripta do repositério, sdo
0s mesmos utilizados por ALVES (2014), e:

» Parametros a, b e c associam a Eq. de Fokker-Planck ao problema de infiltracéo
por agua no Repositorio de Abadia-Goias;
» Parametro c¢ constante, pois a funcdo degradacdo do teto do repositorio

Fq é constante (condicdo de contorno).

13



Capitulo 3

Meétodo de Trotter

O Método de Trotter ou Formula de Trotter € o método de resolucao analitica
utilizado nesta pesquisa como método de solucdo para a Eq. de Fokker-Planck aplicada
ao problema de infiltracdo por agua no Repositorio de Abadia-Goias. E um método
simples atribuido a TROTTER (1959) que baseia-se na teoria de semigrupos e possui
uma aproximagao que pode ser estendida a uma soma finita de operadores infinitesimais,
que comutam ou nao entre si. Para explicitar o método, considere-se a Formula de Trotter,

a seguir, onde L; € a soma de operadores infinitesimais:

aT .
==LT;, i=12 (3.1)

Reescrevendo com relacdo a P(x,t):
apP .
E(x, t) = L;P(x,t); i=1,2 (3.2)

A solucéo para P(x,t) é a equacdo escrita no formato para 0 Método de Trotter,

para o caso de dois operadores infinitesimais:
P(x,t) = etLiP(x,0); =12 (3.3)

Onde, considera-se, de acordo com TROTTER(1959):

A B
A+B = im (enen)™ (3.4)

n—-oo

e

O Método de Trotter pode ser aplicado nos casos em que 0s operadores
infinitesimais comutam ou ndo entre si, a manipulaco algébrica aplicada em cada caso
difere consideravelmente, porém em ambos 0s casos, a solugdo para P(x,t) ndo pode ser

expressa em termos dos produtos das funcdes, ou operadores exponenciais envolvidos. E
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importante frisar que os operadores infinitesimais Li podem ou ndo comutar entre si,
porém tal propriedade ndo é estendida aos operadores exponenciais etl:, que
necessariamente devem ser manipulados algebricamente, na sequéncia (na ordem) em
que aparecem na equacao.

Se T for o operador integral expressando a solugdo da Eq. de Fokker-Planck,
considere-se (ROCHA, 2014; LEMOS e MOURA, 2004):

T= eg1(f)L1e.92(t)L2 egs(t)Ls (35)

Esta modelagem matematica, no formato da Eq. (3.5), foi aplicada por ROCHA
(2014); LEMOS e MOURA (2004) e LEMOS et al (2018) e desenvolvida em casos onde
0s operadores Lj comutam entre si.

Agora reescrevendo-se a Eq. (3.4) em termos para a solucdo de P(x,t) estendida

a trés operadores Li, no formato para o Método de Trotter, tem-se:
t t t
P(x,t) = lim (e@h, @) e Giayn p(x, 0) (3.6)
n—-oo

No Apéndice A apresenta-se 0 desenvolvimento de uma prova da Formula de
Trotter estendida a trés operadores infinitesimais.

DROZDOV (1992) cita que uma funcdo arbitraria ba(t) surge de acordo com as
diferentes formas em que o operador exponencial et pode ser aproximado para uma
dada ordem em t, sendo, assim, necessario determinar uma escolha étima para ba(t). Para
0 caso linear, como o referido autor comenta, a escolha étima seria ba(t) = t, e concorda
exatamente com a escolha desenvolvida por VALSAKUMAR (1983) para a modelagem
matematica para a resolugdo da Eq. de Fokker-Planck via a Férmula de Trotter, no caso
de L; operadores ndo comutativos entre si. A modelagem desenvolvida por
VALSAKUMAR (1983) foi a utilizada como método de solucéo analitica para a Eq. de
Fokker-Planck aplicada ao problema de infiltracdo por 4gua no Repositorio de Abadia-
Goiés desenvolvida nesta pesquisa, e sua modelagem € descrita em detalhes no Capitulo

4, referente a metodologia.
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Capitulo 4
Metodologia

A metodologia desenvolvida nesta pesquisa consistiu em aplicar, como método
de solucéo analitica, o0 Método de Trotter ou Formula de Trotter, baseado na modelagem
utilizada por VALSAKUMAR (1983), na resolucdo da Eq. de Fokker-Planck aplicada ao
modelo de analise de seguranca de ALVES (2014) para a infiltracdo por agua no
Repositorio de Abadia-Goias, com producdo de resultados em dados de probabilidade
correspondentes ao aumento da altura (x) da coluna de liquido infiltrado, localizada no
centro geométrico da cripta do repositério.

As trés etapas que constituem a metodologia sdo ilustradas na Figura 4.1, e
podem ser descritas, como: 1) Eq. de Fokker-Planck aplicada ao modelo; 2) Solucéo via

Método de Trotter; e 3) Geragéo de resultados via Matlab®.

Etapa ] Etapa 2 Etapa 3
Eq. de Fokker-Planck | —— Solugdo via —>  Geragdo de resultados
aplicada ao modelo Meétodo de Trotter via Matlab
Caracteristicas Eq. de Fokker-Planck no formato Grafico de P(x,t)
para o Método de Trotter
Parametros |
Calculo de 6 px)= ftt‘P(x, t)dt
Operadores Obs.: Calculo com os operadores
1L el exponenciais e P(x,0)
| Grafico de p(x)
Condigdes inicial e Céleulo do lim 6"
¥ n—00

de contorno

Solugéo P(x.t) em sua
forma analitica

Figura 4.1: Etapas da metodologia
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Etapa 1: Eq. de Fokker-Planck aplicada ao modelo

Nesta etapa encontram-se as caracteristicas que compdem a Eq. de Fokker-
Planck aplicada ao modelo (vide subsecéo 2.2)), tal equacdo proposta por ALVES (2014)

é do tipo linear, ndo-homogénea, unidimensional e com ruido branco, na forma:

aP(xt) 2 a9 Fg ) 9%
= (2ax + b)P(x,t) + (ax* + bx + ¢) ™ P(x,t) + (Zn%) o P(x,t) (2.6)

A Eq. (2.6) possui as seguintes caracteristicas:

v Parametros a, b e ¢ especificados na Tabela 2.2:

_ K¢ (by+by) -1 4-19.
aiwiara— [m™*,a™]; (2.1)
_ K¢ -17.
b= B [a-]; (2.2)
c=—— (K¢ .Fy.(pm+ it — € — ') [m/a]; (2.3)
n

v Condicao de contorno:
A funcéo degradacdo do teto do repositorio é constante, Fq(t) = Fq;

v' Condicéo inicial:

P(x,0) = 8(x—y) = i [ emikxelky di (2.5)

Comy = Xo, valor inicial e, k a variavel da transformada de Fourier.
v" Operadores L1, L2 e L3 que ndo comutam entre si:

L; = (2ax+b) 4.2)

L, = (ax® + bx + ) = (4.2)
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2
P 4.3)

3 ™ 2n2 ox2

v Eixo (x), relativo a altura da coluna de liquido infiltrado, localizado no

centro geométrico da cripta do repositério.

O periodo de tempo utilizado: t [0,300], com t (anos), € o periodo de Controle
Institucional estipulado por TRANJAN FILHO et al (1997), e determinado pelos autores
através de analises de cenérios que permitiram uma estimativa de dose em fungdo do
tempo pos-deposicao dos recipientes de rejeitos radioativos no interior das estruturas de
concreto do repositério.

Existe uma correspondéncia com a modelagem realizada por ALVES (2014)
que valida a metodologia desta pesquisa, e esta se verifica ao serem utilizados:

» Mesmo cenario: infiltracdo por agua pelo teto, base e paredes;

* Todos os pardmetros e dados huméricos sdo 0S mesmaos;

» Mesma Hipotese: condicdo de contorno dada por F4(t) = F¢ = constante;

+ Condicéo inicial: dada por delta de Dirac, devido ao fato de que existe por
definicdo, um unico valor em t = 0 para a altura da coluna de liquido infiltrado;

 Altura da coluna de liquido infiltrado (x) aplicada também ao centro geométrico

da cripta do repositorio.

Etapa 2: Solucdo via Método de Trotter

Esta etapa é a mais extensa das trés que compdem a metodologia e através dela
é que, efetivamente, encontrou-se a solucdo analitica para a Eq. de Fokker-Planck, via
Método de Trotter, tendo como base a modelagem utilizada por VALSAKUMAR (1983).

Os subitens que compreendem esta etapa, vide Figura 4.1, podem ser resumidos,
como: escrever a Eq. de Fokker-Planck, Eg. (2.6), em formato requerido para o Método
de Trotter; manipular algebricamente os operadores exponenciais, a condicao inicial e o
limite presentes em P(x,t), ap0s esta ter sido escrita no formato para o Método de Trotter;
e finalmente, escrever P(x,t) na forma de sua solugéo analitica encontrada.

Desta forma, considere-se a solucdo P(x,t) dada por:
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P(x,t) = eiP(x,0) ; i=123 (4.4)
Onde P(x,0) é condicao inicial de P(x,t).

A Férmula de Trotter estendida a trés operadores:

elitlztls = lim (e(ﬁ)Ll_e(ﬁ)LZ,e(ﬁ)Ls)n (4.5)
Mas, se: 8" = (e(ﬁ)Ll.e(ﬁ)Lz.e(ﬁ)“)“ (4.6)

Assim, da Eq. (4.4) e Eq.(4.6) pode-se escrever:

P(x,t) = lim 6" P(x,0) 4.7
n—oo

E, finalmente:

P(x,t) em sua forma requerida para o Método de Trotter
t t t
P(x, ) = lim (@, Gz oG)syn pex 0) (3.6)
n—->oco
Com a condicéo inicial dada por:

P(x,0) = 8(x —y) = if: o-ikxaiky g (2.5)

Onde y = xo, valor inicial e, k a varidvel da transformada de Fourier.
Calculo de ©
Assim, seguindo a modelagem matematica proposta em VALSAKUMAR

(1983), considere-se 6, em termos dos parametros e dados (vide Tabela 2.2) do problema

de infiltracdo por &gua no Repositorio de Abadia-Goias:

F3 2
o= e((%)(Zax+b)). e((%)(axz+bx+c)%). edﬁ)(ﬁ)(a%)) (4.8)
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P(x,0):

Com os trés operadores exponenciais, dados por:

Primeiro operador exponencial:

Segundo operador exponencial:

Terceiro operador exponencial:

Elevando a Eq. (4.8) an:

on = | o(F)@ax+p)) ()@ +bx+oz)

e((%)(Zax+b))

e((%) (ax? +bx+c))

G(2)Z)

e

e

2 2
©)(55)(Z=)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Substituindo a Eq. (4.12) na Eq. (3.6) e considerando-se a condic¢éo inicial

P(x ) = lim on — [ eikxelly gk

Com y = Xo, valor inicial e, k a variavel da transformada de Fourier.

Mas:

lim 6" e* = lim O™ fj;o e*dx = lim [*7 0" dx

n—-oo

Para simplificar, considere:

t
n

=d

Fq

2n

2
1

d=k3

n—-oo

n—oo " —®

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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Assim, substituindo na Eq. (4.8):

(d(ax2+bx+c)i) (k3i)
§ = e(d(2ax+b)) o o, e\ ox? (4.17)

Para encontrar a solucdo de P(x,t) é necesséario considerar os operadores
exponenciais e a condicdo inicial, na ordem em que aparecem, pois, 0s operadores L
podem comutar ou ndo, mas necessariamente 0s operadores exponenciais ndo comutam.

Desta forma, aplicando e(~¥*) ao terceiro operador exponencial (WILCOX, 1967),
encontra-se:

aZ
o572 o (4.18)

L 9> 1 ,9% 9°

_ ] — - ..o tkx
0x? + 2! ks 0x?2 0x2 Je

_[—ik 9% ( —ik 1,20% 9% _ik
—[e lx+k3ﬁ(e ”C)+zk3@ﬁ[e lx]+"']

. . 2 .
— e—lkX + [_k3k2e—1kx] + % [k% %[_kZE—IkX] + -

— e—ikx - k3k2e—ikx - %(ks)z k4e—ikx + .-

s s -kZka\ _;
—e ikx 4 (-k3k2)e ikx 4 (%)e 1kx+,..

= [1+(—ksk?) + = (—kgk?)? + -] e7Kx

82
k —_ i _ 2_.
e'3ox2. e ikx — e ksk“—ikx (4.19)

Aplicando a Eg. (4.19) ao segundo operador exponencial (WILCOX, 1967):
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e(d(ax2+bx+c)%) o (~ksk2—ikx) (4.20)
Onde da Eq. (4.20), considera-se somente:

d
e (d(ax? +bx+0)7 o (—ikx)

Ja 1 0° .
— 2 2 2 2 o1 . p—likx
=[1+d(ax +bx+c)ax+2!d (ax* + bx + ¢) ax2+ ]-e

. 0 , 1 a 0 :
— —ikx 2 —ikx 2 2 2 —ikx
=[e + d(ax +bx+c)ax(e )+2!d (ax* + bx + ¢) 6x[6x(e )]

+ ]
. . d? d ,
= e~** + d(ax? + bx + ¢)(—ik)e ¥ + o (ax? + bx + ¢) % (—ike ) + ...

= e % 4 d(ax? 4 bx + ¢)(—ik)e ** + Z—?(axz + bx + ¢)(—ik)%e " H¥ 4 ...

d? )
= [1+ d(ax? + bx + ¢)(—ik) + i(ax2 + bx + ¢)?(—ik)? + --- Je ">

Multiplicando pelo termo e~kak? pertencente a Eq. (4.20), encontra-se:
e ~ksk? pd(ax?+bx+c)(=ik) p —ikx (4.21)
Por fim, considerando que o primeiro operador exponencial é da forma:
ed(2ax+b) — pu(x) (4.22)

Onde, u(x) é apenas uma equacdo de 1° em X, logo ndo se faz necessaria a mesma
manipulacdo algebrica realizada anteriormente, com relagdo aos outros dois operadores

exponenciais, entio:

22



Qe—ikx — e—k3k2ed(Zax+b+(ax2+bx+c))(—ik)e—ikx

Para 6™ a Eq. (4.23) toma a forma:

gne—ikx — [e—k3k2ed(Zax+b+(ax2+bx+C))(—ik)]n . p-ikx

Calculo do lim @™e~ikx

n—-oo
Substituindo: d= % e aplicando o limite a Eq.(4.24):
lim 8"e " %** = lim e_tk3k2 . et(Zax+b+(ax2+bx+c))(—ik) . g ikx
n—-oo n—-oo
_ e_tk3kzet(2ax+b+(ax2+bx+c))(—ik) . p—ikx

Assim, a solugéo para P(x,t) pode reescrita, como:

— 00

P(x t) = i f+°° e~ thsk? ot(2ax+b)+(ax®+bx+0)+x-y) Kk

Para:
_ F§
ks = 3%
E:
kZ=[t(2ax+b+ (ax?+bx+c))+x—y]?

A solucdo de P(x,t) pode ser reescrita como:

L [+ kst g(-i)(ka) gk
2T Y=

P(x,t) =

Desta forma P(x,t) pode ser encontrada em tabela de solugdo de integral

(DEBNATH e BHATTA,2007):

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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P(x,t) = \/%ks exp (;’;‘:) (4.30)

Substituindo ks Eq.(4.27) e ka Eq. (4.28):

1 <—(t(2ax+b+(ax2+bx+c))+x—y)2>

P(x,t) = - exp( P ) (4.31)
2t-4 2n?
2ng

Solucéo de P(x,t) na sua forma analitica

Assim, a solugdo de P(x,t) na sua forma analitica é da forma:

ne 1 (—(t(Zax+b+(ax2+bx+c))+x—y)2)
P(X,t) = F_dﬁ exp( 2F2 ) (4.32)

n

Etapa 3: Geracéo de resultados via Matlab®

Apobs obtencdo da forma analitica de P(x,t), foi utilizado o pacote Matlab® para
a implantagcdo numérica dos dados (vide Tabela 2.2) na Eq. (4.32) e geracdo de resultados.

A integral com relacdo a t da solucdo analitica para P(x,t) aplicada ao problema
produz como resultado a curva p(x), que é a distribuicdo de probabilidades associada a
variacdo da coluna de liquido infiltrado, no interior da cripta do repositério. A distribuicdo
de probabilidades p(x) associada a densidade de probabilidades P(x,t) foi obtida
integrando P(x,t) com relacdo a t, com limites de tempo relativos ao periodo institucional,

em to=0e tf=300.

A solugdo para p(x) = fttof P(x,t)dt foi obtida diretamente através do pacote

Matlab®, e pode ser vista na Eq. (4.33):

) —(t(Zax+b+(ax2+bx+c))+x—y ’
p(x) = ft';f dtZ—d% exp(( 7 ) )) (4.33)

2
ni
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Onde: y = Xo é o valor inicial da altura de liquido.

Foi utilizado também o pacote Matlab® para a implantagio numérica dos dados
em p(x) (vide Tabela 2.2) e geracdo de resultados. Através da analise dos resultados
apresentados pela curva p(x) é possivel encontrar as probabilidades associadas aos niveis
da coluna de liquido infiltrado e suas possiveis consequéncias, como a possibilidade de
migracdo de radionuclideos para o curso de &guas subterrdneas, com doses

potencialmente danosas ao ecossistema da regido.
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Capitulo 5

Resultados e Discussdes

A solucdo da Eq. de Fokker-Planck fornece como resultados a densidade de
probabilidade condicional entre dois estados, o estado P’(x’, t’) e o estado P(x,t) posterior.
Desta forma, atraves da integral com relacdo a t da solugédo analitica para P(x,t), vide
etapa 3 do Capitulo 6 sobre a metodologia, é possivel encontrar os valores de distribuicéo
de probabilidade p(x) associados a altura de liquido infiltrado, até a altura limite dada
pela altura interna da cripta do repositério, ao longo da faixa de tempo institucional de O
a 300 anos. A Figura 5.1 ilustra a superficie P(x,t) dada pela Eq. (4.32), com seu gréafico

gerado através do MatLab®.

P(x,t)
1

108

X (m) 0

Figura 5.1 — Superficie P(x,t) aplicada ao problema de infiltracdo por &gua no

Repositorio de Abadia-Goias

A Figura 5.1 mostra o comportamento da superficie P(x,t), onde se pode perceber

gue os maiores valores de probabilidade estdo associados aos menores valores de nivel
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da altura da coluna de liquido infiltrado (x), indicando, assim, que as maiores chances de
ocorréncia nao estdo associadas a um possivel transbordamento da coluna de liquido
infiltrado.

Na Figura 5.2 é ilustrada a curva p(x) dada pela Eq. (4.33), tal curva apresenta o
maior valor de probabilidade de ocorréncia de aumento da coluna de liquido infiltrado
associado a valores em torno de x=0,80m. Apds esse valor maximo na curva, os valores
de probabilidade tendem a diminuir vertiginosamente, conforme os valores para os niveis

da coluna de infiltrado (x) tendem a aumentar.

p(x) i

1} 1

| X (m)

Figura 5.2 — Curva p(X) distribuicdo de probabilidade aplicada ao problema de

infiltracdo por 4gua no Repositdrio de Abadia-Goias

Os resultados aqui obtidos sdo importantes e agregam informacdes relevantes
quanto ao gerenciamento de risco do repositério, quando da ocorréncia de uma infiltracéo
por agua, tais resultados apresentam novas informagdes com relagéo a qual nivel na altura
da coluna de liquido infiltrado possui maiores chances de ocorréncia, tendo como limite
superior a altura total interna da cripta. Estes dados relativos a integridade estrutural da
cripta e sua funcionalidade, dados tdo necessarios a estudos de gerenciamentos de riscos,
indicam quais seriam as possibilidades de que haja migracdo do Cs'®*’ para o lencol
freatico, auxiliando a tomada de deciséo feita por especialistas de seguranca na area
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nuclear. Entdo, considerando-se que a faixa de valores correspondente a altura da
estrutura interna da cripta é de 0,0001m a 4,38m (vide Tabela 2.2), o valor de 0,80m é
uma altura consideravel se comparada ao valor inicial de 0,0001m, mas representa um
preenchimento com menos de 19% de liquido infiltrado, com relacdo a altura total no
interior da cripta, o que significa dizer que tais valores ndo indicam uma migracédo de
contaminantes atingindo o lengol freatico, durante o periodo de tempo institucional de

300 anos, considerado nesta pesquisa.
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Capitulo 6

Conclusdes e Recomendacoes

Uma simplicidade reside no fato de que a modelagem foi construida de forma
unidimensional, e na geometria considerada para a construcdo do modelo, o centro
geométrico da estrutura da cripta do repositério é o local de maiores chances de
ocorréncia do aumento da coluna de liquido infiltrado. Este é,também, o local onde foram
armazenados os embalados de maior atividade. Os resultados foram obtidos pela
modelagem desse pior cenario, com mais chances de ocorréncia e, portanto, suas
consideragdes podem ser estendidas de forma eficiente aos demais locais geométricos da
cripta do repositério, sem perda de generalidade.

Os resultados apresentados nesta pesquisa apontam que as maiores chances sao
de que a coluna de liquido infiltrado atinja valores em torno de 0,80m de altura. Isto
significa, em termos fisicos, afirmar que se a altura da coluna de liquido infiltrado ndo
atingir seu valor maximo, correspondente a altura da estrutura interna da cripta, ndo
havera consequente migracdo de contaminantes para o lencol freatico. Assim, a
modelagem apresenta resultados que corroboram e agregam valores aos relatdrios
técnicos e estudos anteriores, como os citados na Tabela 2.1, que versam sobre a
integridade estrutural do repositorio e suas funcionalidades.

A modelagem utilizada se mostrou simples e eficiente, porém algumas
limitagdes encontram-se associadas a uma possivel complexidade na solucdo analitica da
Eq. de Fokker-Planck para o problema pesquisado, pois a sua solugdo analitica passaria
de simples a complexa, se:

» Com relacdo aos parametros oriundos do Repositorio de Abadia-Goias para a

Eq. de Fokker-Planck (vide subsecédo 2.1 e Tabela 2.2):
v Fq ndo for constante, mas Fq(t): isso implicaria numa modificacdo
na condicao de contorno, o parametro c deixaria de ser constante e
passaria a ser c(t);
v Se os pardmetros a e b tomarem a forma de fungdes ou a forma

matricial;
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» Houver um acréscimo de outras dimensdes a Eq. de Fokker-Planck: uma Eq.
de Fokker-Planck bidimensional P(x,r,t), onde x seria a altura da coluna de
liquido infiltrado e r, a concentracdo de contaminantes.

A Tabela 6.1 apresenta um panorama sobre as vantagens e desvantagens

observadas no uso do Método de Trotter como forma de solucéo analitica para a Eq. de
Fokker-Planck aplicada ao problema de infiltracdo por &gua no Repositdrio de Abadia-

Goias:

Tabela 6.1 — Vantagens e Desvantagens observadas no uso do Método de Trotter

VANTAGENS

DESVANTAGENS

» O Método de Trotter apresenta a
vantagem de permitir que uma
Eq. de Fokker-Planck seja
resolvida analiticamente.

* A Eq. de Fokker-Planck para o
problema se apresenta na forma
linear e unidimensional, assim a
solucdo analitica via Método de
Trotter €& encontrada mais
facilmente.

* A Eq. de Fokker-Planck para o
problema possui poucos
parametros (vide subsecdo 2.1 e
Tabela 2.2) e uma variavel
associada (x), tal fato simplifica
a solucdo analitica via Método
de Trotter.

*Quando a Eg. de Fokker-Planck nao se
apresenta na forma linear, o Método de
Trotter ainda possui a vantagem de permitir
que a equacdo tenha solucdo analitica,
porém, apresenta a desvantagem de ser
necessaria, como em VALSAKUMAR
(1983) e DROZDOV (1992), uma
manipulacdo algébrica um pouco mais
complexa. Seria necessaria uma
manipulacdo algébrica mais complexa, se na
Eq. de Fokker-Planck aplicada ao problema
Fq néo fosse constante.

» Uma desvantagem é a necessidade de se
refinar a modelagem, através de uma escolha
Otima para a funcdo de t, associada ao
Método de Trotter, para o caso de uma Eq.
de Fokker-Planck n&o linear, como afirma
DROZDOV (1992).

*No caso de uma Eq. de Fokker-Planck
apresentar muitos parametros e/ou variaveis
associadas, a solucdo na forma numérica é a
opcao sugerida na literatura, como citado em
RISKEN (1984).

Com relagdo a sugestdes para trabalhos futuros:
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» Considerando que os parametros de entrada para modelagem do problema sédo
parametros da concepcdo e estrutura do Repositdrio de Abadia-Goiés, mas
sdo parametros comuns encontrados em repositdrios com a mesma finalidade,
seria Util aplicar a modelagem a outros repositérios;

« Aplicar uma modelagem com solu¢do numérica da Eq. de Fokker-Planck
associada ao cenario de ocorréncia de riscos estudado, para o caso da
condicdo de contorno Fq(t), a fungdo degradagdo do teto ndo ser mais
constante e sim variavel no tempo, apesar de tal modelagem tornar complexa
a sua forma de solucédo. Esta nova consideracdo ndo inviabilizaria o0 método
utilizado nesta pesquisa, porém este perderia sua simplicidade, passando do
simples a complexo, pois aumentaria consideravelmente a manipulacao

algébrica necessaria para a obtencéo da solucdo na forma analitica.
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APENDICE A

Prova da Formula do Produto de Trotter

MOLIGNINI (2013) realiza em seu artigo uma prova completa da Férmula de
Trotter (ou Férmula Lie-Trotter), para duas matrizes A e B € Mat, (C) que ndo comutam
entre si.

Neste Apéndice, seguindo a mesma metodologia aplicada por MOLIGNINI
(2013), e desenvolvida uma prova da Formula de Trotter estendida & A, B e C trés

matrizes que ndo comutam entre si, com A, B e C € Mat, (C).

A B C

A+B+C _— lim (eﬁ eﬁeﬁ)n
n—->oo

e

Ou, escrito de outra forma:

B C
||eAtB+C — (en enen)|| <o (n?l) paran — o

Sejam:
B” = e(A+B+C)/n e Y, = enenen
Para:

0, gl 2 b ozt
Z—!_1+m+—+§+—+

Expandindo Bn e Y'n em Série de Taylor:

37



_ A+B+C | 1 (A+B+C)*> | 1 (A+B+()°
Bn— [1+ n + 2! n2 3! n3 + ]
n—[ n 21 n2 31 n3 ] [ n 21 n? 31 n3
c 1 (©? 1 ()3
I+o+a e ts Tl

Mas, em B n:

1 (A+B+C)?> | 1 (A+B+0C)3 -

Z n2 ; n3 + = O(nz) paran — oo
Eem Yhy:

1 (4?2 1 (43 _ 2

3 a2 +§ ?4‘"‘—0(1’1) paran — oo

1 B, 1 (B _ -2

3 nz ;F+---—o(n) paran — oo

1 (2%, 1 ()3 ]

2 e Ty e T T o) paran — oo
Assim:
Bn = [1+55+ 0 (n?)] e Yoz [1+E400?)]
Para:

Bn =Yn comn— oo
Bo - Yn= [1+5] = [1+55] 40 (0?)

Assim:

Bn = Yn=o(n?
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Desta forma, para n — oo, a primeira parte da prova esta completa.

Para a segunda parte da prova, considere-se agora: n — finito

Seja a evolucéo dada por:

BNy - YT, = gA*B*C - gA B gC

De acordo com MOLIGNINI (2013), considere-se a seguinte desigualdade:

IB" =Y" | < nfmax (BINY )" B =Y (A1)

Agora, aplicando a desigualdade triangular:

1Bn]l < || e(A+B+C)/n | < e(lA+BlI+IICID/n - < o (lAl+IBII+]ICID/n

A B C A B c Al 1Bl Jicll

IXn < || enenen || < || en]|len]|len] < en enen = ellAl+IBIICI/n

Da Eq. (A.1):
A B C
[|eAB+C — (enenen)™|| =||B™ =Y | < n(eIIA||+IIBII+||C|I)O(n-Z) = o (n?)
A+BHC _ (a2 Sy -1
||€ (enenen) ” o(n )
Ou
A B C
eA*tB*C = |im (en enen)"
n—oo
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