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O movimento de agitagao térmica de nuclideos no ntucleo de reatores é
adequadamente representado na secao de choque microscopica da interagao néutron
nucleo através da Funcdo de Alargamento Doppler ¥(x,¢), assim como da Fungao
do Termo de Interferéncia X (z, £), cujas formas funcionais sao oriundas da Mecénica
Quantica, através da formulacao de um nivel de Briet-Wigner, e da Mecanica
Estatistica, com a distribuigao de velocidades de Maxwell-Boltzmann. Os resultados
assim obtidos, apresentam em suas formas funcionais integrais sem solucao analitica
e com estrutura complicada, fazendo com que o uso de algumas aproximagoes
torne-se 1til. Assim, considera-se as aproximacoes de Bethe e Placzek para
se obter expressoes aproximadas para as fungdes originais V(z,&) ~ (z,§) e
X(x,&) ~ x(z,£). O primeiro tipo de generaliza¢ido proposto nesta tese, consiste
em nao se considerar as aproximacoes de Bethe e Placzek. Neste contexto estuda-
se, individualmente, o efeito de cada uma destas aproximacgoes, assim como de
suas combinacoes em pares. Deste modo, pode-se identificar as aproximacgoes
mais relevantes, além de relaciona-las com os conceitos fisicos que as justifiquem.
A segunda proposta de generalizacao consiste em estudar as consequéncias de
se considerar uma distribuicao estatistica de velocidades deformada no lugar da
distribuicao de Maxwell-Boltzmann. Consideram-se, entao, duas distribuicoes
estatisticas quase-maxwellianas: a de Tsallis, dependente de um parametro ¢, e
a de Kaniadakis, dependente de um parametro x. Sendo assim, mantendo-se a
forma de entender a Mecanica Quantica do assunto inalterada, sao consideradas
deformagoes no comportamento gaussiano da distribuicao de Maxwell-Boltzmann.
Com a pesquisa realizada pretende-se estender o entendimento do Fenomeno de

Alargamento Doppler importando conceitos de outras areas do conhecimento.
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The thermal nuclei motion in the reactor core is properly represented in the
microscopic cross section of the neutron-nucleus interaction through the Doppler
Broadening Function W(z,¢), as well as in the Interference Term Function X (z,¢),
whose functional forms are derived from Quantum Mechanics, through the single
level Briet-Wigner formalism, and from Statistical Mechanics, with the Maxwell-
Boltzmann velocity distribution. The results thus obtained present in their
functional forms, integrals without analytical solution and wich has complicated
structure, making the use of some approximations useful. Then, we consider
the Bethe and Placzek approximations to obtain approximate expressions for
the original functions U(x,&) ~ ¢(z,§) and X(z,&) ~ x(x,&). The first type
of generalization proposed in this thesis consists in not considering the Bethe
and Placzek approximations. In this context, the effect of each one of these
approximations, as well as their combinations in pairs, are studied individually. In
this way, one can identify the most relevant approximations, as well as relate them to
the physical concepts that justify them. The second proposal of generalization is to
study the consequences of considering a deformed statistical velocity distribution in
place of the Maxwell-Boltzmann distribution. It is considered, then, two quasi-
Maxwellian statistical distributions, namely the Tsallis statistics, dependent on
a parameter ¢, and that for Kaniadakis, dependent on a parameter k. Thus,
keeping the way of understanding the Quantum Mechanics of the subject unchanged,
two deformations in the gaussian behavior of the Maxwell-Boltzmann distribution
are considered. The research carried out intends to extend the understanding of
the Doppler Broadening Phenomenon by importing concepts from other areas of

knowledge.
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Introducao

Enrico Fermi (1901 - 1954), vencedor do prémio Nobel de Fisica de 1938, “Pela
demonstracao da existéncia de novos elementos radioativos produzidos pela irra-

diacao neutronica e pela descoberta de reacoes nucleares causadas por néutrons
lentos,” dentre diversos outros prémios.

Imagem extraida de https://www.flickr.com. Acesso em 06 de mar de 2018.



Em 02 de dezembro de 2018 completaram 76 anos desde que o primeiro reator
nuclear do mundo, o Chicago Pile-1 (CP-1), contruido pelo laboratério de meta-
lurgia da Universidade de Chicago, foi posto a funcionar, sendo capaz de manter
uma reacao nuclear em cadeia estavel e autossustentavel. O feito ocorreu em 2 de
dezembro de 1942, tendo o reator desenvolvido uma poténcia de 0,5W. O CP-1,
em seu auge, chegou a desenvolver uma poténcia maxima de 200 V.

A supervisao da experiéncia estava sob a tutela do fisico italiano naturalizado
estadunidense Enrico Fermi, que além de ter sido laureado com o prémio Nobel
de Fisica (1938), “Pela demonstracao da existéncia de novos elementos radioativos
produzidos pela irradiacao neutronica e pela descoberta de reacoes nucleares cau-
sadas por neutrons lentos,” ainda recebeu diversos outros prémios, como a Medalha
Matteucci (1926), Medalha Hughes (1942), Medalha Franklin (1947), Medalha Max
Planck (1954) e National Inventors Hall of Fame (1976). Enrico Fermi descreveu
CP-1 como “uma pilha de tijolos pretos e vigas de madeira.” A contrucao da supra-
citada “pilha”’terminou em 1 de dezembro de 1942. Aproximadamente 350.000 kg
de grafite foram usados para construir 57 camadas. Também foram utilizados em
torno de 36.600 kg de 6xido de uranio e 5.600 kg de uranio metalico na forma de
22.000 pastilhas totalizando mais de US$1.000.000, 00 em material.

Figura 1: Uma das estruturas de uranio e grafite usadas no CP-IH

Nao havia nenhum dispositivo de protecao contra radiacao e tampouco qualquer
sistema de refrigeragdo. As demais 49 pessoas presentes no momento do primeiro
experimento, dentre estudantes, cientistas, carpinteiros, profissionais de satide e de

seguranga do laboratoério, confiaram nos calculos realizados por Fermi, e acreditaram

Tmagem extraida de https://www.atomicheritage.org. Acesso em 08 de mar de 2019.



que nao haveria perda do controle da reacao. Felizmente Fermi estava correto, e
todos tiveram a oportunidade de presenciar mais um por do sol. Enrico Fermi veio
a Obito, prematuramente, aos 53 anos de idade, em 28 de novembro de 1954, em
decorréncia de um cancer no estomago. Na Figura [Il, se vé uma das estruturas de
uranio e grafite utilizadas no reator.

O CP-1 foi logo desmontado e reconstruido utilizando concreto como protecao
contra radiacado no Laboratorio Nacional Argonne nas proximidades do local onde
fora montado o CP-1, sendo este novo reator batizado como Chicago Pile-2 (CP-
2). O experimento nao s6 provou que a fissdo nuclear era capaz de gerar energia,
mas também mostrou um método viavel para se produzir plutonio. Alguns reatores
de grande porte, incluindo o Reator de grafite X-10 em Oak Ridge e o Reator B
em Hanford foram, posteriormente, construidos utilizando-se o CP-1 como modelo.
O Ezperimental Breeder Reactor I (EBR-I) é um reator de pesquisa, atualmente
descomissionado, que é um marco historico dos EUA. Localizado no deserto a cerca
de 29 km a sudeste de Arco, Idaho, foi o primeiro reator a gerar energia elétrica ttil,
ao produzir eletricidade suficiente para iluminar quatro lampadas de 200 W (Figura
[2), fato ocorrido as 13 : 50 h em 20 de dezembro de 1951 no horério local. Por este

feito, o EBR-I é considerado a primeira usina de poténcia do mundo.

Figura 2: Primeiras lampadas acesas pela eletricidade gerada por um reator nuclear
em 20 de dezembro de 1951. Ezperimental Breeder Reactor I (EBR-I). Idaho, EUA

Em 27 de junho de 1954, a primeira usina nuclear do mundo a gerar eletrici-
dade para uma rede elétrica iniciou suas operacoes na cidade soviética de Obninsk,
gerando uma poténcia de 5 MW. Conhecida como APS-1 Obninsk (Atomic Power

Station 1 Obninsk), a sua construcao comegou em 01 de janeiro de 1951, e a primeira

2Imagem extraida de https://www.atomicheritage.org. Acesso em 06 de mar de 2018.



criticalidade foi atingida em 06 de maio de 1954. A sua produgao de energia para a
rede cessou em 1959, quando a usina passou a funcionar como usina de pesquisa e
producao de isétopos. A APS-1 Obninsk também foi a primeira usina nuclear a ser
desativada na Rissia, em 29 de abril de 2002.

Nestes tltimos 3/4 de século, muito se avangou na area, e atualmente existem
449 reatores de poténcia operando no mundo, gerando quase 400 GW. Além destes,

mais 54 reatores, que irao gerar mais de 55 GW, estao em construcao.

Figura 3: APS-1 Obninsk (Atomic Power Station 1 Obninsk), primeira usina no

mundo a fornecer energia elétrica para a rede

Desde os primérdios da geracao de energia por intermédio de reatores nucleares,
foi percebido que para os actinideos a regiao de ressonancias seria a mais dificil
para se tratar analiticamente, assim como para se obter valores experimentais que
servissem de padroes de comparacao. Esta regiao de ressonancias corresponde a
energia do néutron compreendida entre 1eV e 100 keV, sendo a principal regiao
onde ha uma forte absor¢ao de néutrons por ntucleos pesados. Um exemplo impor-
tante é o 2*U, cuja secao de choque exibe ressonancias pronunciadas nessa regiao,
conforme ilustrado na Figura [l onde a regiao de ressonéancias encontra-se em des-
taque. Conforme pode-se notar na Figura 4], a dependéncia com a energia da secao
de choque apresenta uma estrutura complexa na regiao de ressonancias, o que torna
bem dificil o tratamento do transporte de néutrons. Usualmente, se divide a regiao
de ressonancias em duas: a regiao de ressonancias resolvidas, de 1eV a 100eV/,

aproximadamente, e a regiao de ressonancias nao resolvidas, de 100eV a 10°eV.

3Imagem extraida de https://www.flickr.com. Acesso em 02 de abr de 2019.
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Figura 4: Secao de choque do 28U em funcao da energia do néutron na regiao de

ressonancias

A regiao de ressonancias nao resolvidas é caracterizada por uma superposicao
de ressonancias, fazendo com que o comportamento da se¢ao de choque seja suave,
com seus valores representando médias sobre vérias ressonancias. Ja na regiao de
ressonancias resolvidas, os picos encontram-se separados o suficiente de modo a
nao ocorrerem sobreposicoes. Nesta regiao, a dependéncia da secao de choque com
a energia do néutron é descrita através de formalismos tais como: Breit-Wigner

|, Adler Adler E] ou Reich-Moore E], no qual os parametros de ressonancia sao
conhecidos. Algumas consequéncias da existéncia de ressonancias incluem o efeito de
autoblindagem, também conhecido como autoprotecao, que consiste na atenuacao do
fluxo de néutrons na regiao de ressonancias, assim como o fenomeno de alargamento
Doppler M@], que esta relacionado com a temperatura da pastilha combustivel,
levando-se em conta que os néutrons apresentam velocidades diversas, obedecendo
uma certa distribuicao estatistica, sendo a velocidade relativa entre o néutron e o
ntcleo alvo, da qual a secao de choque depende diretamente, podendo ser maior
ou menor que a velocidade do néutron. Esta diferenga nas velocidades relativas da
origem ao chamado Fenomeno de Alargamento Doppler no comportamento da secao
de choque. Estes dois efeitos sao de extrema importancia no controle e seguranca
de reatores, sendo o enfoque desta tese o segundo deles, o chamado Fenomeno de

Alargamento Doppler.
O Fenomeno de Alargamento Doppler é adequadamente representado matema-

ticamente na secao de choque microscopica da interacao néutron nucleo através

4Imagem extraida de https://www.nuclear-power.net. Com adaptagoes. Acesso em 12 de mar
de 2018.



da Fungao de Alargamento Doppler ¢(z,§). Fisicamente, esta funcao descreve o
fenomeno do alargamento das ressonancias isoladas com o aumento da temperatura,
0 que causa um acréscimo no intervalo de energias no qual é mais provavel que
um néutron seja absorvido. Matematicamente, 1(x, &) pode ser interpretada como
uma integral de convolugao entre uma fungao gaussiana com uma fungao lorentziana
[9]. No contexto da Fisica de Reatores, ¢ (z, ) é bem estabelecida, tendo suas pro-
priedades bem conhecidas, sendo um tema recorrente nos tltimos anos [10]. Em
outras areas do conhecimento, a Funcao de Alargamento Doppler é também conhe-
cida como Voigt profile [11-25]. Autores mais modernos [8] nomeiam a Fungao de
Alargamento Doppler ¥(z,¢) em conjunto com a Fungao do Termo de Interferéncia
x(x, &) como Fungoes de Voigt.

A obtencao das fungoes de Voigt ¥(z, &) e x(x, &) é proveniente da confluéncia de
duas grandes areas do conhecimento: a Mecanica Quantica e a Mecanica Estatistica.
No que tange a Mecanica Quantica, baseia-se no resultado de 1936 do russo Gregory
Breit (1899-1981) e do hingaro Eugene Paul Wigner (1902-1995), que publicaram
a férmula de Breit-Wigner para um nivel tinico [1], que descreve a parte ressonante

da secao de choque para um estado com largura natural I':

T
o) =5 (E—E) +([T/2) o

sendo E a energia do néutron incidente e F, a energia onde a ressonancia ocorre. A
Equagao (Il) é uma funcao do tipo lorentziana e é ainda muito utilizada atualmente

pelas seguintes razoes:

e E facil de implementar;

e | possivel utilizar parametros de ressonancias ja publicados e abundantes na

literatura;
e Permite uma aproximagao analitica da funcao ¢(x, ¢);

e Pode ser utilizada de forma analitica em aplicacoes em Fisica de Reatores.

O contetdo relativo a Mecanica Estatistica consiste em, usualmente, se con-
siderar os nucleos pesados como um gas cujas moléculas vibram com velocidades
distintas, sendo essas distribuidas segundo a estatistica de Maxwell-Boltzmann, que

pode ser escrita da seguinte forma:

M 3/2 _ Mv?2
F — 2kgT )
)= () <0 )

onde:



M = massa do ntcleo;

e kp = constante de Boltzmann;

T = temperatura do meio;
e IV = moddulo da velocidade do nucleo.

A Equagao (2) possui um comportamento gaussiano e indica que particulas com
altas energias, assim como com energias muito baixas sao improvaveis.

As Fungoes de Voigt obtidas neste contexto, além de nao possuirem solugao
analitica, apresentam formas integrais muito complexas. Assim, a possibilidade de
se fazer algumas aproximacoes torna-se muito 1util. Para tratar deste problema,
Bethe e Placzek, ao lidarem com os efeitos de ressonancia em processos nucleares,
sugeriram em seu artigo de 1937 |26] algumas aproximagoes para energias perto do
pico ressonante. Bethe e Placzek propuseram trés aproximagoes capazes de sim-
plificar as formas funcionais tanto da Funcao de Alargamento Doppler quanto da
Funcao do Termo de Interferéncia.

Para representar a estrutura teérica do estudo do Fenomeno de Alargamento
Doppler, a Figura [l ilustra o esquema de obtencao das Funcgoes de Voigt e algumas
de suas aplicagoes no contexto da Fisica de Reatores amplamente aceita na aca-
demia e utilizada em diferentes cédigos computacionais. Com esta representacao
pictorica, fica evidente como alteracoes nos formalismos quanticos ou estatisticos
geram consequéncias no alargamento das ressonancias. A proposta desta tese é es-
tudar algumas generalizagoes para o Fenomeno de Alargamento Doppler, através da
obtencao, em certos contextos, de expressoes mais gerais para as Funcoes de Voigt
(. €) e x(,6).

Durante a operacao normal de reatores nucleares do tipo Pressurized Water
Reactor (PWR), a estatistica de Maxwell-Boltzmann ja se mostrou adequada, sendo
utilizada em diferentes cédigos, como o NJOY [27]. Entretanto, é sabido que para
sistemas que apresentam interagoes de longo alcance [28-31] bem como aqueles que
apresentam correlagoes temporais de longa duragao [32], tal estatistica pode se tor-
nar inadequada. Por isso, esforcos no sentido de generalizar o conceito da entropia
de Maxwell-Gibs, geradora da funcao de distribuicao de Maxwell-Boltzmann, tem
sido feitos ao longo das ultimas décadas, gerando estatisticas deformadas ou nao
gaussianas, as quais sao generalizagoes da estatistica de Maxwell-Boltzmann desti-
nadas a descrever sistemas que apresentam algumas restricoes a aplicabilidade da

Mecanica Estatistica usual.
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Figura 5: Esquema de obtencao e aplicagao das Fungoes de Voigt no contexto da

Fisica de Reatores.

Neste contexto, pode-se levantar algumas questoes: a Equacao (2)) pode ser ge-
neralizada de tal forma a contemplar a descricao de fenomenos fora do equilibrio e
nao extensivos, tais como fortes transientes ou simplesmente situacoes nos quais des-
vios em relagao ao comportamento gaussiano na estatistica de Maxwell-Boltzmann
fossem observados? Neste caso, como seria o Fenomeno de Alargamento Doppler
das ressonancias? Com o intuito de abordar esta questao, sao consideradas no con-
texto da Fisica de Reatores, duas estatisticas bem estabelecidas em outras areas do
conhecimento: a estatistica de Tsallis [33] e a estatistica de Kaniadakis [34]. Nesta
tese nao se abordada qualquer tipo de tentativa de generalicao da teoria advinda
da Mecanica Quantica. Assim, o formalismo quantico, baseado na férmula de nivel
tinico proposta por Breit e Wigner em 1936 [1] é mantido.

As expressoes obtidas para as Fungdes de Voigt i(z,§) e x(z,§), conforme ja
mencionado, nao possuem solucao analitica, além de apresentarem formas funcionais
muito complexas. Deste modo, para se obter o valor destas funcoes dado um par
(x,€), é imprescindivel a utilizagdo de métodos numéricos. Com o intuito de se
gerar a famosa tabela que contém diversos valores para as fungoes ¢ (z, &) e x(z,§),
presentes em varios livros diddticos da drea de Fisica de Reatores [4, 16, 7], Beynon

e Grant, em seu artigo de 1963 [35] descrevem dois métodos que utilizam expansao



em séries, a saber a expansao em polinémios de Chebyshev [36] e o método de
Gauss-Hermite [37], possibilitando se obter os valores das Fungoes de Voigt com
custo computacional reduzido, adequando-se assim, a capacidade computacional
disponivel no inicio da década de 60. Outra proposta de generalizagao apresentado
nesta tese consiste em se obter expressoes para as Fungoes de Voigt 1(z, ) e x(z,§)
em termos das grandezas usuais da area da Fisica de Reatores, porém sem utilizar as
aproximagoes de Bethe e Placzek. Usando como referéncia a Fungao de Alargamento
Doppler usual, ou seja, considerando as trés aproximacoes, o papel de cada uma
das aproximacoes de Bethe e Placzek é estudado individualemnte, bem como suas
combinacgoes em pares. Com este estudo, é possivel identificar as aproximacoes mais
importantes, e entender a Fisica envolvida em cada uma delas.

O texto desta tese é organizado da seguinte forma:

No capitulo [1l sdo apresentadas as trés distribuigoes estatisticas abordadas no
texto: A distribui¢do de Maxwell-Boltzmann [38-41], a distribuigdo de Tsallis [42]
e a distribuigdo de Kaniadakis [34]. Para estas distribuigoes, é apresentada uma
descricao de seus conceitos fundamentais, assim como suas propriedades, preparando
o campo para as suas aplicagoes nos capitulos que seguem.

No capitulo2lsao obtidas, com riqueza de detalhes, as expressoes para as Fungoes
de Voigt: a Funcdo de Alargamento Doppler ¢ (z,¢) e a Fungdo do Termo de
Interferéncia y(z,€&). A importancia de tal dedugdo detalhada é o fato de nos
proximos capitulos serem apresentadas as deducoes para Funcoes de Voigt gene-
ralizadas, considerando-se outras distribuicoes estatisticas que nao a Maxwelliana.
Esse capitulo sera a base para considerar o avanco tedrico relativo a considerar as
estatisticas de Tsallis e de Kaniadakis nos capitulos posteriores. O objetivo didatico
deste capitulo justifica o detalhamento dos calculos, que pode parecer excessivo para
o leitor ja versado em Fisica de Reatores.

No capitulo [3] é realizada uma andlise das aproximacoes de Bethe Placzek, tra-
tando cada uma delas de forma individual, além de suas combinacoes em pares
quando faz sentido. Deste modo, identifica-se a aproximacao mais relevante além do
comportamento da qualidade desta conforme se variam os parametros envolvidos.
Apresenta-se, também, uma pequena discussao dos conceitos fisicos envolvidos em
cada uma das aproximacoes.

Nos capitulos M e [l sdo obtidas as expressoes para a Funcao de Alargamento
Doppler e para a Funcao do Termo de Interferéncia considerando as distribuicoes de
Tsallis e Kaniadakis, respectivamente. O método da quadratua de Gauss-Legendre
com 15 pontos ¢é utilizado para se obter os valores de tais fungoes, possibilitando,
assim, a construgao de tabelas e graficos permitindo o estudo das principais propri-
edades das funcoes deformadas obtidas.

O capitulo final é reservado para as conclusoes e propostas de continuacoes deste



trabalho.
Esta tese pode ser dividida em trés assuntos que, apesar de estarem interligados,

podem ser estudados de forma independente. Sao eles:

1. Analise das Aproximacoes de Bethe e Placzek;

2. Fenomeno de Alargamento Doppler considerando a distribuicao de velocidades
de Tsallis;

3. Fenomeno de Alargamento Doppler considerando a distribuicao de velocidades
de Kaniadakis.

O leitor interessado na analise das aproximacoes de Bethe e Placzek, deve ler os
capitulos 2] e B na integra.

O leitor interessado no Fenomeno de Alargamneto Doppler considerando a dis-
tribuicao de velocidades de Tsallis, deve ler as secoes [T, [.2] e [L.4l do capitulo
[ e os capitulos 2 e 4 na integra.

O leitor interessado no Fenomeno de Alargamneto Doppler considerando a dis-
tribuicao de velocidades de Kaniadakis, deve ler as secoes [L.1], e do capitulo
[ e os capitulos 2 e Bl na integra.
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Capitulo 1

Distribuicoes Estatisticas

Quase-Maxwellianas

- LVDWIG
BOLTZMANN
1844 - 1906

Sepultura de Boltzmann no Cemitério Central de Viena.

Imagem extraida de https://pt.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Boltzmann. Acesso em
24 de mar de 2019.
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Neste capitulo, sao apresentadas as trés distribuigoes estatisticas abordadas no
texto: A distribuicao de Maxwell-Boltzmann e as distribui¢oes quase-maxwellianas
de Tsallis e de Kaniadakis. E apresentada uma deducao para a distribuicao de
Maxwell-Boltzmann, baseada em suposi¢oes simples da teoria e, em seguida, sao
deduzidas as expressoes para a velocidade mais provavel, a velocidade média e a
raiz quadrada da velocidade quadratica média, além de serem apresentados alguns
graficos nos quais é possivel visualizar o comportamento da distribuicao de Maxwell-
Boltzmann ao se variar a massa das moléculas assim como a temperatura. Para as
distribuicoes de Tsallis e Kaniadakis, nao sao apresentadas as dedugoes, mas apenas
os resultados para as respectivas formas funcionais [34,42]. Porém, para estas distri-
buicoes quase-maxwellianas, todo o restante do conteuido abordado na distribuicao
de Maxwell-Boltzmann é refeito. Assim, é possivel entender as caracteristicas destas
distribuigoes, e comparé-las com a distribuicao de Maxwell-Boltzmann, formando
uma base tedrica para se entender os efeitos de se considerar tais distribui¢oes no

estudo da secao de choque de captura e de espalhamento ressonantes.

1.1 A entropia de Boltzmann-Gibbs

Até a metade século XIX acreditava-se na teoria do calorico, concepcao na qual
o calor era considerado um fluido invisivel e inodoro, que todos os corpos conteriam
em sua composicao, sendo este fluido o responsavel pelas alteragoes de temperatura.
Nesta concepcao, se a temperatura de um sistema aumentava, significava que este
recebera calérico de alguma fonte. Andlogamente, uma queda de temperatura era
entendida como perda de calérico. Na época, uma minoria de cientistas associava
o calor a energia resultante do movimento aleatorio dos atomos, sendo uma maior
temperatura associada a um movimento vibracional mais vigoroso dos mesmos.

Maxwell foi o primeiro fisico a tratar os gases como um conjunto de pequenas
particulas movendo-se com velocidades variadas, chocando-se umas com as outras,
assim como com as paredes do recepiente que o contém. Neste contexto, entendendo
0 gas como um grande nimero de moléculas em movimento aleatério, Maxwell foi
capaz de determinar as suas propriedades, e também foi o primeiro a descrever as
propriedades moleculares de um gas aplicando métodos probabilisticos e estatisticos
e, por este fato, é considerado um dos fundadores da Teoria Cinética dos Gases.

De acordo com a mecanica newtoniana, é possivel para cada uma das particulas
componentes de um sistema retroceder em seu percurso e retornar a suas condigoes
iniciais, sendo sempre possivel, neste sentido, que o sistema como um todo retorne
ao seu estado inicial, contradizendo o fato de um estado termodinamico envolver
reversibilidade no sentido do estado de entropia estacionaria. Em 1872, Boltzmann,

utilizando os métodos estatisticos propostos por Maxwell, para descrever as proprie-
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dades da matéria a partir das propriedades dos atomos, determinou um novo e mais
geral tratamento para a entropia. A solugao proposta por Boltzmann para este pa-
radoxo reside na interpretacao da entropia como uma propriedade estatistica. Nesta
visao, a reversibilidade é possivel, porém sua probabilidade de ocorréncia ¢é infima.
Introduzindo teoria de probabilidades na segunda lei da Termodinamica, Boltzmann
apresenta pela primeira vez uma lei da natureza probabilistica, enquanto todas as
conhecidas até entao eram deterministicas. Em seu artigo de 1877, originalmente
escrito em alemao, intitulado “Sobre a relagao entre o segundo teorema fundamental
da teoria mecanica do calor e o calculo de probabilidades com respeito as condig¢oes
sobre o equilibrio térmico” [43, 44], Boltzmann formula uma expressao onde a entro-
pia de um sistema fechado seria proporcional ao volume do espaco de fase {2 ocupado

pelo macroestado do sistema, ou seja:
S o log 2. (1.1)
Atualmente, é mais comum a seguinte notagao:
S=kglnW, (1.2)

onde kg é a constante de Boltzmann e W é o nimero de microestados do sistema
compativeis com o macroestado observado.

A interpretacao estatistica revela a entropia como uma medida da desordem
entre as particulas, considerando o nimero de microestados de um sistema como
uma medida da desordem do mesmo. Na Equacao ([2), um maior nimero de
microestados acessiveis acarreta em uma maior entropia para o sistema. A versao
de Boltzmann para a entropia indica que é possivel obter mais informacao sobre um
sistema com entropia baixa, consequente mais ordenado, do que sobre um sistema
com entropia elevada. Esta relacao entre aumento da entropia e diminuicao da
informacao nao se tornou explicita durante muitos anos.

Williard Gibbs percebeu nos trabalhos de Boltzmann e Maxwell a possibilidade
do estudo de corpos com complexidade arbitraria obedecendo as leis da mecanica,
e introduziu uma generalizacdo da Equacao (L2)), conhecida como entropia de
Boltzmann-Gibbs:

w
S =—kp Zpi Inp;, (1.3)
i=1

onde p; é a probabilidade de o sistema encontrar-se em um microestado ¢ e W é o

numero total de microestados. Assim, a seguinte condicao é vélida:

> =1 (1.4)
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Quando todos os micorestados sao equiprovéveis, é facil mostrar que a Equagao (L3))
se reduz ao resultado da Equacao (L.2).
Dado um sistema composto A U B, constituido de dois subsistemas A e B, a
Equacao (3] fornece a entropia abaixo:
Wa Wp
SAVB — kBZpr;UB lnpAUB. (1.5)

=1 j5=1

Se A e B sao sistemas independentes, tais que a probabilidade de o sistema estar
em um microestado de A U B possa ser fatorizada nas probabilidades de parte dele

estar no estado A e parte no estado B, de acordo com:

PP =pi'py, (1.6)

tem-se que:
Wa Wg Wa Wg
gAuB _ Zzpz p? In pfyp! :—k;BZZpZ p? (lnpf +p?), (1.7)

o que leva ao seguinte:

WA WB WA WB

SAVB — kBZZpl p] Inp — kBZZpl pj lnpj : (1.8)

=1 j5=1 i=1 j=1

Arrumando os termos de uma forma mais conveniente, chega-se ao resultado:

Wa Wg Wg Wa
SAVE = (—kB > ot 1np{‘> (pr) + (—k'B > o7 1npf) (ZM‘) (1.9
i=1 j=1 j=1 j=1
Utilizando as Equagoes (L3]) e (I.4]), se tem finalmente que:
SAVB — gA 4 g8 (1.10)

que ¢é o resultado conhecido como aditividade ou extensividade da entropia.
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1.2 A distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Figura 1.1: James Clerck Maxwell (1831 - 1879) e Ludwig Boltzmann (1844 - 1906)E|

As moléculas em um gas com temperatura T ndao se movem todas com a mesma
velocidade. Algumas possuem velocidades bem altas, outras bem baixa, e mui-
tas delas velocidades intermediarias entres estes valores altos e baixos. Assim, se
perguntar sobre a velocidade de uma molécula em um gas nao faz sentido, ja que
uma molécula deste suposto gas pode possuir qualquer velocidade entre diversas
possiveis. Assim, faz mais sentido perguntar sobre propriedades globais, tais como:
“Qual a velocidade média das moléculas?” “Qual a velocidade mais provavel?” Todas
as perguntas deste tipo podem ser respondidas se for conhecida a distribuicao de
velocidades do gds a uma certa temperatura. No final dos anos 1800, James Clerk
Maxwell e Ludwig Boltzmann forneceram uma resposta para este problema. O resul-
tado por eles obtido recebe o nome de distribuicao de Maxwell-Boltzmann, e mostra
como as velocidades das moléculas sao distribuidas em um gas ideal. Na sequéncia,
vemos uma deducgao de tal distribuicao, baseada em algumas suposicoes simples.

Seja uma molécula de um gas em equilibrio térmico, com velocidade 1% cujas
componentes sejam V,, V,, e V.. Denotamos a probabilidade da componente V; estar
no intervalo [V;, V;+dV;] por f(V;), com i = x,y, z. Em principio, nado é trivial que o
valor provavel para uma certa componente da velocidade nao seja afetada pelo valor
ja determinado para alguma das outras componentes. Em um primeiro momento,
Maxwell supos que esta independéncia das probabilidades, conhecida como suposicao

da loteria, fosse vélida na teoria dos gases, e posteriormente a provou.

Tmagens extraidas de http://www.technologycorp.com.au. e https://en.wikipedia.org. Acesso
em 26 de set de 2018.
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O vetor velocidade V pertence ao elemento de volume dV,dV,dV, do espago de
velocidades, e a probabilidade de que a extremidade de v esteja neste elemento de

volume, por conta da suposi¢ao da loteria, é dada por:
f(Va)f(V,) f(V,)dV,dV,dV.,. (1.11)

Levando em conta a isotropia de todas as diregoes das velocidades e, portanto,
o fato de que elas sao todas igualmente provaveis, pode-se introduzir uma fungao

desconhecida F(V') que dependa apenas do médulo da velocidade:
F(V)d*V, d&*V = dV,dV,dV.,. (1.12)

A funcao F(V) é a chamada distribuicao de velocidades, e é justamente a que
pretende-se determinar. Comparando as Equagoes (LIT]) e (LI2), é facil perceber
que:

FV) = f(Va)f(Vy) F(V2), (1.13)

V= V2+VE+ V2 (1.14)

Em primeiro lugar, faz-se uma derivada logaritmica na Equagao (LI3) com

onde:

relacao a V:

0 0
P InF(V) = oV

Apoés se tomar a derivada, chega-se ao seguinte:

I [f(Va) f(Vy) f(V2)] (1.15)

1 dF(V) 1 df(Vy)
VFWV) dv  Vof(Va) dVp ’

(1.16)

onde, no lado direito, as derivadas que geram termos nulos ja foram omitidas. Nota-
se que na parte esquerda da Equacao (LIf) se tem uma dependéncia apenas na
variavel V', ao passo que no lado direito, a dependéncia é apenas na variavel V.

Deste modo, definindo as fungoes:

(I)(V):VF(V) T (1.17)
’ L (V)
o(Vz) TATARTAR (1.18)
pode—se escrever:
(V) = o(Va). (1.19)
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Tomando-se a derivada com relacao a V,, ou V., se obtém o seguinte:

de(V) B B
T 0= d(V)=0¢(V,) = —2a, (1.20)

onde se escolhe a constante de integracdo como —2a por conveniéncia. Assim, com

a Equacao (LIS, chega-se ao resultado:

1 df(Va)
f(Ve) dVy

=—-2aV, = Inf(V,) =~ —aV? (1.21)

cuja solucao ¢ dada por:
f(V,) = Be™o%%, (1.22)

onde se fez B = ¢7. Determina-se a relacdo entre as constantes o e B pela certeza

de se encontrar a componente V, da velocidade no intervalo de —oo a +o00:
+o00 +o00 ) T

f(Vy)dV, =1= / Be Ve qV, =1 = B\/j =1, (1.23)
o Q@

—00

onde foi usada a integral de Euler-Poisson [36]. Assim, temos:
a
B=,/—. 1.24
i (1.24)

Para determinar o valor de «, usa-se a energia cinética média associada ao grau

de liberdade relativo a componente V,, [39-41]:

M BM [t 2 kgT
(V= —— V2 eViqy, = 2= (1.25)
2" 2 J oo F 2
Notando que er*aVIQ = _%e—avﬁ , € possivel escrever:
Foo 2 Foo d 2 d Foo 2
/ ‘/IQG—an d‘/a: _ / __e—an d‘/a: - / e—oc\/x d‘/;c —
o e da da J_ o

i G-
e o

20v3/2°
Com as Equagoes (L24), (L25) e (L26)), chega-se ao seguinte resultado:

M [ M
- . B=/— 1.2
@ QkJBT’ 27Tk’BT’ ( 7)
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o que faz a Equagao (L22) assumir a forma:

M M2
= 2kpT 1.2
FV) =\ g (1.28)

De forma anéloga, chega-se aos resultados:

M 3 MV2

f(Vy) =4/ Sk T e kBT (1.29)
M _ MV2

f(V,) = ”271’]{/‘BT e 25T (1.30)

e finalmente, a Equacao (LI3) assume a forma abaixo:

M 3/2 _ Mv?
F = 2kpT 1.31
V) (27r/<;BT) ©r (1.31)

A Equacao (IL37)) fornece a probabilidade de encontrar a particula do gés com
velocidade entre V e V 4+dV. Sendo esta distribuicao dependente apenas do médulo

da velocidade, fica evidente que:
(Va) = (V) = (V2) = 0. (1.32)
Devido a isotropia das velocidades, também pode-se escrever:
F(WV)d*V = F(V)4xV2dV = Fy(V)dV, (1.33)

sendo a densidade de probabilidade dos médulos das velocidades dada por:

3/2 9 MV2
F(V)=4 V<e 2kBT, 1.34
V) =ir (g ) v (1.349)
O valor mais provavel para o médulo das velocidades corresponde ao valor onde

Fy(V') possui um ponto de méximo, e pode ser obtido facilmente pela seguinte

condicao:
dFy(V
;\</ L (1.35)
Vinp
Derivando a Equacao (I34):
dFy(V) 3/ OMV3\ _anv?
—4 2 — 2kpT 1.
v : <27rk:BT) VS )¢ (1.36)

Com o resultado da Equagao (IL30]), as solugdes possiveis para a Equagao (L35)

2kpT
M

sa0 Vi =0 e Vp,y = , 0 que leva a concluir que a velocidade mais provavel
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¢ dada por:
2kgT

A velocidade média, por definicao, é dada por:
+00 3/2 ptoo 5 —v?

= Fo(V)dv =4 2T ( 1.

(V) /0 VE(V)dV =4n <27Tk:BT) /o V2e 2*8TdV, (1.38)
e sabendo que [45]:

too pan I'(v) m—+1

x"e PP dr = , y=——, [>0, m>0,n>0, (1.39)
0 np7 n

a Equacao (L38) fornece:

(V) =/ 8:;; (1.40)

Finalmente, a velocidade média quadratica é dada por:

3/2 +o00 MY2
) / Vie 2TV, (1.41)
0

“+oo
%) = *[h(V)av =4
0= [ TRy = (5

onde usa-se novamente a Equagao (L39), chegando-se ao seguinte resultado:

3kgT

V2 = : 1.42
(V2 =22 (1.42)

A raiz quadrada da velocidade quadratica média é entao:

3kgT
V;"ms = V2) = . 1.43
V2 =22 (1.43)
Deve-se perceber que:

Vims > (V) > V. (1.44)

Na Figura[l.2] vemos ilustrada a distribuicao de Maxwell-Boltzmann para alguns
gases nobres. Percebe-se que quanto menor for a massa das moléculas do gés,
mais alargada fica a distribuicao, e consequentemente, maior fica a velocidade mais

provavel.
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Densidade de probabilidade (1073s/m)

Velocidade (10%m/s)

Figura 1.2: Distribuicao de Maxwell-Boltzmann para alguns gases nobres com tem-
peratura T" = 300 K.

Na Figura estao representadas, para o 2°Ne a temperatura de 300 K, os
valores de V,,,, (V) e Vs, ilustrando o resultado apresentado na Equacao (L44).

—
IS I I I I I I I I I

~ [ [ [ [ [ [ [ [ [
220k T
| [ [ [ [ [ [ [ [ [

S N
— | | | V) | | | | |

@ \ \ \ | Vhm \ \ \ \

CL5 - f*frﬂf i it el et St
= \ \ \ o \ \ \ \

= N
g [ [ | o h | | | |

Na) \ \ \ o \ \ \
SLO0F -+t H R
2, \ \ o \ \ \ \

5 e N
= I I I [ i | i [

Q [ [ [ o [ [ [

2o5) /b AN
< [ | | o | | | |

R7 | \ \ [ [ \ \

g /7 oI T~
= \ \ \ 1o \ \ \

| | | L1l | | |
0,25 0,50 0,75 1,00

Velocidade (10%m/s)

Figura 1.3: V,,,, (V) e Vs para o ?°Ne com temperatura 7' = 300 K.

Na Figura (IL4]), pode-se observar o comportamento da distrubuigao de Maxwell-
Boltzmann para o ¥?Xe para diversas temperaturas. Percebe-se que com o aumento
da temperatura a distribuicao fica mais alargada, acarretando em um maior valor

para a velocidade mais provavel.
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| | | | | 300K
| | | | | . .
4,0 |——+ F——1-——r 771~ 600K
| | | 900K
‘ 1.200K
| 1.500K
|
I

3,0

2,0 -t

1,0

Densidade de probabilidade (1073s/m)

0,25 0,50 0,75 1,00
Velocidade (103m,/s)

Figura 1.4: Distribuicao de Maxwell-Boltzmann para o '32Xe para diversas tempe-

raturas.

1.3 A entropia de Tsallis

A Mecanica Estatistica e a Termodinamica nao-extensivos foram introduzidos
em 1988 [33] por Constantito Tsallis (Figura [[T), e posteriormente desenvolvidos
em 1991 [46] e 1998 [47], com o intuito de se estender o dominio de aplicabilidade
de procedimentos da Mecanica Estatistica para situagoes onde a termoestatistica de
Boltzmann-Gibbs e a termodinamica padrao apresentam dificuldades matemaéticas

severas ou até mesmo deixam de funcionar.

N

Figura 1.5: Constantino Tsallis (1943 - )H

A estatistica de Tsallis é baseada na generalizacdo da termoestatistica de

Boltzmann-Gibbs, com dependéncia funcional explicita em um parametro ¢ res-

’Imagem extraida de https://www.ellines.com. Acesso em 26 de set de 2018.

21



ponsavel por medir o desvio em relacao a esta. A entropia postulada por Constan-

tino Tsallis em 1988 possui a seguinte forma:

W
1-3"pf
S, =kp—=L 1.45
onde W é o nuimero total de combinacoes microscopicas possiveis, p; a probabilidade
de o sistema se encontrar no estado ¢, continuando valida a condicao dada pela
Equagao (4]). Fazendo uso da Equagao (IL4]), a Equagao (IL45]) pode ser escrita

CO1mo:

S = > p(1—pih, (1.46)

o que torna explicito o fato de que S, > 0 em qualquer situacao.

A fim de se verificar o resultado onde a deformacao é removida, toma-se o limite
q — 1 na Equagao (LL46):

th —thm—Zpl —pl) =

q—1 q— 1q—
—1
—’fBEE}quP@( ) =
ela=1) Inp;
= kp limy - 1Zp, ). (1.47)

Usando expansao em série de Taylor para a exponencial presente na Equacao

am):

+oo n
ela=Dnps — Z lg=1) Inp]”

o n!
L (g=Dhp;  Xg—1)p]"
_1+T+§T’ (1.48)
o limite assume a forma:
w 400 n
pi [(g—Dnp]"| _
th—kB(IIEI} q—ll (¢g—1)Inp; — ZT =
W 4o q . 1 lnp )

= ki lim [ sz Inp; — 2122 n, ] . (1.49)

Tomando o limite ¢ — 1 na Equagao (L49), o somatério duplo gera um limite
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nulo, o que fornece:

lim 5, = —kBZpi In p;, (1.50)

que é justamente a entropia de Boltzmann-Gibbs, dada pela Equagao (L3]).
Dado um sistema composto A U B, constituido de dois subsistemas A e B, a

Equacao (IL45]) fornece a seguinte g-entropia:

k Wa Wp

AUB __ B AUB\4

S _q—lll_ZZ(pij )] (1.51)
Se A e B sao sistemas independentes, tais que a probabilidade de o sistema estar

em um microestado de A U B possa ser fatorizada nas probabilidades de parte dele

estar no estado A e parte no estado B, de acordo com a Equacao (L)), se tem que:

SAVB = (1.52)

1_22 pzpj

=1 j=1

Wa Wg ]

Wa Wg
Somando e subtraindo o termo 13 (pf)*— > (p? )? na Equacio (L52), chega-
i=1 j=1
se ao resultado abaixo:

L Wa Wg
S;‘UB:—B{I—Z( %A)q+1_z(p39)q+

¢—1 i=1 =1

S SIS SIS 9D ol | MR

i=1

onde o termo entre colchetes na Equagao (IL53]) pode ser escrito como:

00 3 60+ 00 D )" -
|| -S| Yo -
-] |- X, (130
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0 que permite escrever:

+

kg
q—1 *

s = =y - X
e {fi [1 - <Pf‘>q] = [1 -3 <pf>q] } (1.55)

i=1 j=1

Finalmente, com auxilio da Equagao ([L45]), chega-se ao seguinte resultado:

AUB _ QA 5, 1=4) qaen
S0 =57+ 8, + ?Sq Sy - (1.56)
No limite ¢ — 1, S, se reduz ao resultado da Equacao (L3]), como ja demons-
trado, e a Equagao (L56) reproduz o resultado da aditividade da entropia. Observa-
se que ¢ < 1 corresponde & entropia superaditiva (superextensiva), ¢ = 1 a aditiva

(extensiva) e ¢ > 1 a subaditiva (subextensiva).

1.4 A distribuicao de Tsallis

1.4.1 Expressoes matematicas e propriedades

Em seu artigo de 1998, Silva, et. al. [42] deduzem uma expressao para a dis-
tribuicao de velocidades de Tsallis, generalizando, assim, o resultado dado pela
Equacao (L3I). Para trabalhar com o resulado obtido, é necessério introduzir as

funcoes g-exponencial e g-logaritmica, definidas por:

exp,(2) = [14 (1 — q)z]lqu , (1.57)
2171 — 1
In,(2) = B (1.58)

onde ¢ facil de se verificar que exp,(In,(2)) = Iny(exp,(z)) = 2. Além disso, também

se mostra facilmente que a derivagao g-logaritmica possui a seguinte forma:

d 1

—In,(z2) = —. 1.59

Tny(z) = - (1.59)
Os limites das fungoes definidas pelas Equagoes (L57) e (L58) quando g — 1

reproduzem, respectivamente, as funcoes exponencial e logaritmica na base e, como

serd mostrado na subsecao [L4.2l O resultado do supracitado artigo é dado pela

expressao:

(1.60)

MV
o]

F(V) = A, [1 -1
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onde pode-se notar que para ¢ > 1, a positividade do argumento da poténcia significa
que a Equacao (LG0) apresenta um corte térmico nas valores maximos permitidos

para a velocidade. Os médulos das velocidades sao tais que:

0<V <V, (1.61)

| 2kpT
Vo= M—1) (1.62)

Usando a Equacao (LET), pode-se rescrever a Equacao (L60) do seguinte modo:

onde

F,

MV?2
J(V) = Agexp, ( ) .

. 1.
2%kpT (1.63)

onde a contante A, deve ser obtida por uma condi¢ao de normalizagao.

Levando em consideracao a isotropia das velocidades, pode-se escrever:
F,(V)d*V = F,(V)4nV?dV = F(V)dV, (1.64)
sendo a densidade de probabilidade dos médulos das velocidades dada por:

MV?2]a
2kpT]

P&(V):whngQ{l—(q—l) (1.65)

e a constante de normalizacao A, determinada pela condigao abaixo:

‘/%advmvz1. (1.66)

Substituindo a Equacao (L65]) na (LG60) e fazendo uma substituicdo simples do
tipo

M(g - 1)V? M(qg—1)V
u T = du T av, (1.67)
chega-se ao seguinte resultado:
2kpT 1°7 1 s
21 A, |~ Y21 —u)7  du = 1. 1.
S by I AR o)

Utilizando-se a definicao da funcao beta, e a propriedade que a relaciona com

fungoes gama [37]:

B(z,w) = /0 w1 —w) du =
(z>0,w > 0), (1.69)
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a Equagao (LG8) assume a forma:

o T 3/2F(§)F(%+1>
o1 A, [M<k3 1)] : - 15 = 1. (1.70)
! O +3)
Sabendo que I' () = /7 e utilizando a propriedade [37]:
['(z+1) =2I(2), (1.71)
chega-se ao resultado abaixo:
r (L + l) 3/2

—1)(1 - M

Ay =(g-1ye D4 a) AT 7> . (1.72)
q—1

Para encontrar a velocidade mais provavel, precisa-se da derivada da densidade
de probabilidade do médulo das velocidades, dada pela Equacao (L6G5). Tomando

tal derivada, se tem o seguinte:

dF,(V) MV? (g—1)MV2]~"
= AT ALY {2— el e x

(1.73)

De posse deste resultado, a condicao para se encontrar a velocidade mais

provavel:
dFy(V)
=0 1.74
av Vimn ’ (174)
leva ao seguinte:
2kgT

A velocidade média é dada por:

MV?
2kgT

(Vy, = /O+OO VF,o(V)dV = 4rA, /O+OO %& [1 —(¢—1) ] - dv.  (1.76)

Fazendo novamente a substituigdo definida na Equacao (LGT), tem-se ao se-

guinte:

(V), = 87A, [%} 2 /Om u(l — u) 7T du. (1.77)
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Utilizando a Equacao (L6Y), chega-se finalmente ao resultado abaixo:

8 A, kT 2
(Vg = OTESY ( i ) , (1.78)

que apds substituicao da Equagao (IL72]) e um pouco de manipulagao algébrica leva

ao seguinte:

S St §<+>> VB

q—1

Por fim, a velocidade média quadratica é dada por:

MV?
2kgT

+o0 +o0 qul

(v, :/ V2E(V)dV = 47rAq/ % [1 —(¢—1) } dV.  (1.80)
0 0

Usando novamente as Equacoes (L67), (I.69) e (L72) chega-se ao seguinte re-

sultado:

6kgT

<V2>q = m7

o que leva ao resultado abaixo para a raiz quadrada da velocidade quadratica média:

(1.81)

6kpT

G (1.82)

‘/qrms =

Tomando-se o limite ¢ — 1, onde a deformagao introduzida pelo parametro ¢ é
removida, mostra-se facilmente que os resultados dados pelas Equagoes (IL7H), (IL79)
e (82)) reproduzem, respectivamente, os resultados dados pelas Equacoes (L37),
(L40) e (L43). Na Figura [[.6] vemos o comportamento da densidade de probabili-
dades do médulo das velocidades para um sistema governado pela teoria de Tsallis,
considerando o '32Xe com temperatura de 900 K. E notéria a semelhanca com o
grafico apresentado na Figura [[L4] onde é apresentada a distribuicao de Maxwell-
Boltzmann para o mesmo isétopo, com diversas temperaturas. Esta semelhanca
indica a possibilidade de se pensar em uma temperatura efetiva, possibilitando um

mapeamento da teoria g-deformada na teoria de Maxwell-Boltzmann.
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Figura 1.6: Distribuicao de velocidades de Tsallis para o *?Xe para T = 900 K

considerando alguns valores de q.

1.4.2 Limites das expressoes para ¢ — 1

Nesta subsecao sao verificados os limites quando é tomado o limite ¢ — 1, que

remove a deformagao introduzida pelo parametro g, para as fungoes exp, e In,, assim

como para a distribui¢ao de velocidades de Tsallis. Para a fungao exp,, se tem o

seguinte:

lim exp (2)

— lim [1 + (1 — g)2] ™
q—1

= (1113} exp {ln 1+ (1— Q)Z]l%q} = exp(L).

O valor de L é determinado com o uso da regra de L’Hopital [48; 49]:

) 1
Ll:};l—rg{l—qln[le(l_Q)z]}_

= lim
q—1

que leva, finalmente, ao resultado abaixo:

lim {diqln 1+ (1— q)z]}
lin (1)
Rz

lim exp, (2) = exp (2) .

q—1
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J& para a funcao g-logaritmica, faz-se uso direto da regra de L’Hopital:

1-¢ _q |
lim In,(z) = lim <27) = lim [%] =

q—1 q—1 1— q q—1 da (1 — q)
= —lim 4 exp [In (2'79)] = — lim 4 exp[(1—¢)In(2)] =
q—1dq q—1dq
=1In(z) (111_r>1% exp[(1 —¢)In(2)] =1n(z), (1.86)

ou seja, tem-se o resultado esperado:

(111_13 In,(2) =In(2). (1.87)

Para o calculo do limite de A,, faz-se uso do comportamento assintético das
fungoes gama [50]:

T(z) ~ V22 2™ | 2 = 400. (1.88)

Deste modo, pode-se avaliar o comportamento assintotico da razao entre as

funcoes gama envolvidas:

1 1
P(5+q*_1) ;(q—l :

e —+1)q_ (q—1)"%, g—1. (1.89)
r(G4 2
2

Prossegue-se entao no calculo do limite,

lim A, = lim
q—1 q—1

( M )3/2 Bg—1)(1+4q) (q_1)1/2r<%+q%)

o2kpT 2 2

1 M\ 1 u Mo\
— o3 li —+1) = 1.90
€ <27Tk:BT) e (2u * ) (27Tk:BT) ’ (1.90)

onde se fez, como passo intermedidrio, a substituicdio v = 1/(¢ — 1) e também

utilizou-se o seguinte limite fundamental [48, 149]:

tim (1+ %)u _ (1.91)

u—r—+00

Deste modo, tem-se finalmente que:

. M 3/2

Tendo estabelecido o limite de A,, procede-se no célculo do limite da funcao
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eXPy_,'

m [1+(q—1)x]qfll =

qliql‘* engfq(l‘) - qlil‘*
= lim exp {ln 1+ (q— l)x]qfll} = exp(L). (1.93)
q—1t

O valor de L é determinado com o uso da regra de L’Hopital [48;49]:

q—1t

lln[1+(q—1)x]}: —

: d
limg (¢ —1)

{ 1 lim {d%ln[lJr(q—l)x]}

L1+ (¢—1)x
= lim { % 1+ (g = Da = lim |—— | = x, (1.94)
=1t | [1+4 (¢—1)x] =1t |14+ (¢g— 1z
que leva, finalmente, ao seguinte resultado:
lim exp, () = exp (z) . (1.95)
q—1

Com posse dos resultados obtidos nas Equagoes (L92) e (L.95), fica evidenciado
que no limite ¢ — 1, a distribuicao de Tsallis reproduz a distribuicao de Maxwell-
Boltzmann, dada pela Equacao (L31):

lim F,(V MY e 1.96
g1 V) = 2rkgT cr (1.96)

1.5 A distribuicao de Kaniadakis

E sabido que a descricao estatistica ou termodinamica de sistemas nao extensivos
necessitam de uma generalizacao da termoestatistica usual de Maxwell-Boltzmann
[51-53]. Alguns exemplos de sistemas fisicos ou processos onde a aproximagao
padrao se mostra inadequada podem ser encontrados em astrofisica estelar [54-
56|, fisica de plasma [57, 58], gravitagio, fractais, espectro de raios césmicos [59],
estatisticas de terremotos [60] dentre outras aplicagdes.

Nesta secao, uma estatistica nao gaussiana, ou mais apropriadamente, quase
maxwelliana, é considerada. Trata-se de uma estatistica proposta por Giorgio
Kaniadakis em 2001 [34], conhecida como distribui¢ao de Kaniadakis, ou distri-
buicao k, que é baseada numa generalizacao do teorema-H de Boltzmann, sendo
dependente de um parametro x que mensura o desvio do comportamento gaussiano

das particulas do sistema a ser estudado.
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Figura 1.7: Giorgio Kaniadakis (1957 - )H

1.5.1 Expressoes matematicas e propriedades

Formalmente, a distribuicao x é escrita como:

(1.97)

2
F.(V) = A.exp, ( MV ) ,

" 2%kpT

onde a constante A, deve ser determinada a partir de uma condigao de normalizagao,

e a funcao k-exponencial é definida por:
exp, (r) = (VIT #2224 ) " (1.98)
Levando em consideracao a isotropia das velocidades, pode-se escrever:
F,(V)d®V = F(V)4rV2dV = F(V)dV, (1.99)

sendo a densidade de probabilidade dos mdédulos das velocidades dada por:

MV?
_ 2 _
Foo(V) =4m A VZexp, ( QkBT) ) (1.100)
e a constante de normalizacao A, determinada pela condigao:
+o0
/ Fo(V)dV = 1. (1.101)

3Imagem extrafda de https://researchoutreach.org/wp-content/uploads/2018/12/Giorgio-and-
Dionisis.pdf Acesso em 16 de abr de 2019.
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Substituindo a Equagao (ILI00) na (LI0T), se tem o seguinte:

+00 MV2
AT A, V2 — av =1 1.102
s /0 exp,, < 5 k:BT) , ( )
e fazendo uma substituicao simples do tipo:
MV? MV
= du = ——=dV. 1.103
T Sk T M T k" (1.103)
chega-se ao resultado abaixo:
2UpT\*? [+
21 A, ( ]Z ) / u'?exp, (—u)du = 1. (1.104)
0

Usando o resultado [61]:

kT2 -2
[ e “ W W T2 )
(0<r<1/lK|), (1.105)

chega-se, finalmente, a seguinte constante de normalizacao:

k| M\ 3\ [(1/2]k| + 3/4)
A“:<kaT> (”5'“') T(1/20n] — 3/4)° (1.106)

onde o parametro « ¢é tal que |k| < 2/3.
Para encontrar a velocidade mais provavel, precisa-se da derivada da densidade
de probabilidade do médulo das velocidades, dada pela Equagao (LI00). Aplicando

a regra do produto, se tem que:

dF (V) MV?
——= =A47A, |2V —
v i { <P ( 2hpT
d MV?
V2 — 1.107
BT ( QkBT)] ’ (1.107)
usando, entao a derivada da fungao exp,, dada por:
d exp, ()
— = " 1.108
N e (1.108)
assim como a regra da cadeia, chega-se ao seguinte:
dF, MV3 MV?
=olV) _ AT A, |2V — v exp, | — ). (1.109)
dVv o ( MV2 2 2]{?BT
k’BT K (2k3T> + ]_
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Na Equacao (LLI09]), usa-se a seguinte condigao, que define a velocidade mais

provavel:

dFIiO(V)

Rl 1.11
= 0, (1.110)

Vnmp

0 que impde que o termo entre parénteses na Equacao (L.I09) deve ser nulo, assim:

MV2,\? MV}
9 2 wmp 1 e 1.111

A Equagao (LIII]) admite V,,,, = 0 como solugao, que obviamente nao é o resultado

procurado. Descartando esta solucao, resta resolver a equacao abaixo:

o], MVZ, 2+1 Mv,fmp_()#
M\ 2kpT kgl

2 MV 2 1 MV,fmp 1.112
= — P = — " :
"\ 2T ) T T 2t (1.112)
Elevando ao quadrado o resultado da Equacao (LII2]), chega-se ao seguinte:
MV2, N\? MV2, N\? 2%sT
2 TP 1= ML) = Vi = 4y | e 1.113
" ( 2knT ) * ( 2knT » T

como o resultado nao pode ser negativo, se tem o resultado abaixo:

2kgT
Vi = \| 77—~ 1.114
P My/1 — K2 ( )
A velocidade média é dada por:
e oo MV?
(V). = / VFo(V)dV = 47TA,Q/ Viexp, <— ) dv. (1.115)
0 0 2/{?BT

Fazendo novamente a substituigao definida na Equagao (LI03)), pode-se escrever:

(V), = 81A, (%)2 /0 +°O wexp,(—u)du. (1.116)

Utilizando a Equacao (LI05]), se tem o seguinte:

(Ve = (18?2/:2) (kz@T)Q’

(|r] <1/2), (1.117)

que apds a substituicao da Equagao (LI06) e um pouco de manipulagao algébrica
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leva a:

[ 2V2]k[? 3l|\ [T (1/2]k| +3/4)] [8kgT
(Ve = ( 1= 42 ) (H 2 ) [T(1/2|/{|—3/4)} oM

(Is[ < 1/2), (1.118)

onde a condicdo |k| < 1/2 é imposta pela restri¢ao de validade da Equagao (ILTI05]).

Por fim, a velocidade média quadratica é dada por:

V2, = +OOV2F V)V = 47 A +Oov‘* —MV2 dv. 1.119
< >/f— . nO( ) = aTAg ; €XPy 2%pT . ( )

Usando novamente as Equagoes (LI03]), (LI03) e (LI0G) chega-se ao resultado

abaixo:

2y - 2(4]x))3(2 + 3|k|) {r(mm +3/4)]2 (3kBT)
T (A= s[4 - 25[k[2)(2 - 3[k]) LT (1/2]r] - 3/4) M )"
(sl < 2/5), (1.120)

o que leva ao seguinte resultado para a raiz quadrada da velocidade quadratica

média:
B 2(4|k])3(2 + 3|&|) U'(1/2|k|+3/4)] [3kgT
Virme = \/(4 — [K[?)(4 — 25[£]*)(2 — 3[x|) {F (1/2|k] = 3/4)} M
(|s| < 2/5), (1.121)

onde analogamente ao caso da Equagao (LII]]), a condicao |x| < 2/5 é imposta ao
se utilizar a Equagao (L.I03]).

Tomando-se o limite x — 0, onde a deformacao introduzida pelo parametro s
¢ removida, mostra-se facilmente que os resultados dados pelas Equagoes (L114),
(CIIX) e (CLI21I) reproduzem, respectivamente, os resultados dados pelas Equagoes
(CL37), (L40) e (L43). Na Figura [LY vemos o comportamento da densidade de
probabilidades do médulo das velocidades para um sistema governado pela teoria
de Kaniadakis, considerando o '32Xe com temperatura de 900 K. Assim como no
grafico andlogo para a teoria de Tsallis, apresentado na Figura [LL6] percebe-se a
semelhanca com o gréfico apresentado na Figura (L4)), onde é apresentada a distri-
buicao de Maxwell-Boltzmann para o mesmo isétopo, com diversas temperaturas.
Esta semelhanca indica novamente a possibilidade de se pensar em uma tempe-
ratura efetiva, possibilitando um mapeamento da teoria x-deformada na teoria de

Maxwell-Boltzmann.
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Figura 1.8: Distribuicdo de velocidades de Kaniadakis para o 132Xe para T = 900 K

considerando alguns valores de k.

1.5.2 Limites das expressoes para x — 0

Nesta subsecao sao verificados os limites quando é tomado o limite k — 0,

que remove a deformacao introduzida pelo parametro k, para a distribuicao de

velocidades de Kaniadakis.

O limite x — 0 nas funcoes gama que aparecem na

Equacao (L1060 faz com que o argumento de ambas tenda a infinito, o que permite a

utilizacao do comportamento assintotico das fungdes gama, apresentado na Equagao

(CRY)). Assim:

I'(1/2|k| + n/4)

1/2|k|4n/4—1/2
o (1/2]] + n/a) 2R A

T(1/2/r]—n/4) ~ °

k— 0.

(1.122)

Para uma notagao mais compacta, fazem-se as defini¢oes abaixo:

2= 1/2nl,

a=n/4.

(1.123)

(1.124)

Permitindo escrever o limite de A,, dado pela Equagao (ILI06), do seguinte modo:

limA,= lim A, =

rk—0 z—~+00
M \* 1
= e lim (=
2nkgT z—400 \ Z
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Apo6s um rearranjamento dos termos, o limite fica:

limA,= lim A, =

rk—0 z—400

M 2o 9 2+ a7/ o\ atl/2 o otl/2
_ 2y (1 —) (1 . —) (1.126
(27r/<;BT> AN <z — a) N z z ( )

ou ainda, com propriedades de limite [48; 49]:

M 2
limA,= lim A, = ( ) e 2 x
k—0

z—+00 27T/{:BT
# a+1/2 at+1/2
% lim (Z+O‘) lim (1+2)7 Tim (1-2)7 (L7
z—+00 \ 2 — (¢ z—r+00 z z—r+00 z

Os dois tltimos limites na Equagao (LI27) sao diretos e valem 1. Para o limite

restante, tem-se que:

z 92 z ) u+ao
lim (Z“)‘) — lim (1+ a ) — lim (1+—0‘)
z—+oo \ 2 — (X Z—+00 zZ—Q u—-+00 u

20\ 200\ *
= lim <1+—O‘) lim <1+—O‘) =% (1.128)
u

u——+00 u u——+00

Pode-se notar que, como passo intermedidrio, se fez a substituicao u = z — «
e também utilizou-se o limite fundamental apresentado na Equagao ([L9T]). Deste

modo, tem-se finalmente que:

M\
lim A, = ) 1.12
mgr(l) " (27Tk?BT> ( 9)

Tendo estabelecido o limite de A,, procede-se no céalculo do limite da funcao

exp,():
lim exp,.(z) = lir% exp [lnexp, (x)] =
K—

Kk—0
= lir% exp {ln (\/ 1+ k222 + Kx) ”] . (1.130)
KR—>

Usando-se propriedades da funcao logaritmica, e também o fato da fungao exponen-

cial ser continua em todo o seu dominio, se tem o seguinte [48, 49]:

1
lin% exp,(x) = exp {lin% {E In <\/1 + K22 + m:)} } = exp(L). (1.131)
K> K>
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O valor de L é determinado facilmente pelo uso da regra de L’Hopital [48; 149):

1 lim [-L In (VI + K222 + k)]
L = lim {—ln (\/m+/ix)] — £20 _ _

k=0 | K h_)r% (%H)
K

2(1 2,.2\—1/2
— lim (m (1+ra) +x) =z, (1.132)
r—0 V14 k222 4 ko

o que leva, finalmente, ao resultado abaixo:

lim exp,, () = exp(z) = e”. (1.133)

k—0

Com posse dos resultados apresentados nas Equagoes (LI129) e (LI33), o limite

da distribuicao de Kaniadakis representada na Equacao (L97) torna-se trivial:

M )3/2 MV?2

i — T 2kpgT
,IQIEE)F“(V) = (QWkBT e BT, (1.134)

que ¢ justamente a expressao conhecida para a distribuicao de Maxwell-Boltzmann.
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Capitulo 2

O Fenomeno de Alargamento

Doppler

Reator de Pesquisa RA-6, localizado em San Carlos de Bariloche, Argentina, nas
instalagoes do Centro Atémico Bariloche (CAB), vinculado a Comision Nacional de
Energia Atémica (CNEA).

38



Nos reatores nucleares, alguns néutrons podem ser absorvidos na regiao de res-
sonancias, e no projeto de tais reatores, um tratamento acurado da captura de
ressonancia é essencial. O Fenomeno de Alargamento Doppler é adequadamente re-
presentado matematicamente na secao de choque microscépica da interagao néutron-
nicleo através da Funcao de Alargamento Doppler, também conhecida como Pri-
meira Funcao de Voigt. Fisicamente, esta funcao descreve o fenomeno de alarga-
mento de ressonancias resolvidas em funcao da temperatura, o que causa um au-
mento na faixa de energias onde é mais provavel que um néutron seja capturado.
Matematicamente, ¥ (x, &) pode ser interpretada como uma integral de convolucao
entre uma fungao gaussiana e uma lorentziana. Outra funcao igualmente importante
é a Fungao do Termo de Interferéncia x(z, £), ou segunda Funcao de Voigt, que deve
ser considerada no caso do espalhamento no formalismo de Breit-Wigner.

Neste capitulo sera apresentada uma deducao detalhada para as duas Fungoes de
Voigt, utilizando a distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann, e serao estu-
dadas as principais propriedades destas duas fungoes. O detalhamento no decorrer
do texto pode parecer um tanto excessivo, mas é imporante que seja apresentado
desta forma, pois nos capitulos Ml e Bl onde sao abordadas as distribuicoes de ve-
locidades de Tsallis e Kaniadakis, respectivamente, é fundamental que se conheca

minuciosamente os detalhes dos calculos envolvidos na obtencao dos resultados.

2.1 Expressao geral da Funcao de Alargamento

Doppler

Uma expressao detalhada para a distribuicao de velocidades dos nicleos alvo
de um reator nuclear seria extremamente complexa, ou até mesmo impossivel de
se determinar, pois esta dependeria dos mais diversos fatores, tais como vibragoes
atOmicas na rede cristalina, movimento atomico em liquidos e diversos outros pro-
cessos fisicos nada triviais. Felizmente, uma aproximacao na qual se representa a
distribuicao de velocidades destes ntucleos como obedecendo a distribuicao de ve-
locidades de Maxwell-Boltzmann, dada pela Equagao (L31]), ja é o suficiente para
muitos propositos. Neste contexto, a se¢ao de choque média de interagao néutron-
ntcleo fica definida pela seguinte equagao [4-8]:

_ 1 2 e o

o(wT) =1 [ 1= Vil = V)P V)V (2.1)
sendo V a velocidade do nicleo alvo, ¥ a velocidade do néutron, V' e v, respectiva-
mente, seus médulos e o(|7 — V) a secao de choque.

A velocidade relativa entre néutron e nicleo é definida como o, = v— V. Fazendo
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v, = |U,], e considerando uma distribuicao isotrépica de velocidades, tem-se que:

(v, T) = % /0 - /4 V2E (V)0 (v,)dQdV. (2.2)

Apoés abrir a integral no angulo sélido e realizar a integracao no angulo azimutal

¢, chega-se ao resultado:
- 27'(' +oo ™ )
o(v,T) = o VEF(V)v,.o(v,)senfdddV, (2.3)
0 0

onde 6 é o angulo entre ¥ e V. Faz-se agora uma mudanga na varidvel de integragao
de 0 para v, e, para tal, usa-se a lei dos cossenos, proveniente da relacao existente

entre v, e V,

v2 =0v>+V?—2VvcosH, (2.4)
para se obter o seguinte:
v
6df = ——duv,. 2.5
sen Vo v (2.5)

Com essa mudanca na variavel de integracao, a Equacao (Z.3]) assume a forma:

o1 = [ R ot dudy (2.6)
EIE R A o=V T .

Levando em conta o médulo que aparece no intervalo de integragao para a variavel
v, na Equagao (2.0]), faz-se necessario separar tal equacdo em duas integrais, como

segue:

B o v po+V )
(v, T) = = |/ y VF(V)vZo(v.)dv.dV+
+o00 v+V
+/ / VF(V)vo(v,)dv.dV |, (2.7)
v —v+V

sendo a primeira integral correspondente a regiao onde V' < v e a segunda a regiao
onde V' > v. Procede-se, entao, com uma mudanca na ordem de integracao, como
sugerido em [62]. A regiao de integracao R da primeira integral dupla que aparece
na Equacao (2.7)) é limitada no plano V' x v, inferiormente pela reta v, =v —V e
superiormente pela reta v, = v+ V, com 0 <V < wv. Ja a regiao de integracao Ro
da segunda integral dupla é limitada inferiormente por v, = —v+V e superiormente
por v, = v+ V, com v < V. Essas regides estao reprentadas na Figura 2.1l para o

caso de se fazer primeiro a integragao na variavel v,.
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Figura 2.1: Regiao de integragao comecgando pela variavel v,..

Ao fazer a mudanca da ordem de integracao, tem-se novamente duas integrais
duplas, sendo a primeira delas na regiao Rg3 limitada a direita pela reta V =v+wv, e
a esquerda pela reta V = v —wv, com 0 < v, < v, e a segunda na regiao R4, limitada
a direita pela reta V' = v+ v, e a esquerda pela reta V = —v+v, com v, > v. Estas
regioes estao ilustradas na Figura

Figura 2.2: Regiao de integracao comecando pela variavel V.

Com a troca na ordem de integragao, a Equagao (2.7) fica:

- 27‘(‘ v v+, )
(v, T) = |/ VF(V)vZo(v.)dVdv,+

+o0 v+vr
+ / / VE(V)io(v,)dVdo,| . (2.8)

—v+vp
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Esta se trabalhando com uma distribuicao isotrépica de velocidades, propriedade
esta que ja foi utilizada, inclusive, na obtengao da Equacao (22). Utilizando a

paridade de F'(V') dada pela Equacao (IL31), tem-se a seguinte propriedade satisfeita:

b b
/ VEV)dV = / VE(V)AV, (2.9)

—a

0 que permite escrever a Equagao (2.8]) como:

9 400 v+vp
a—(v,T):v—;r /0 / VE(V)v2o(v,)dV dv,. (2.10)

No caso de energias préximas a de ressonancia, ¢ possivel descrever a dependéncia
energética da secao de choque de captura por uma férmula simples, valida para
T = 0 K, conhecida como formula nivel inico de Breit-Wigner (SLBW) de captura
ressonante [1], que expressa em funcao da energia do centro de massa, assume a

forma abaixo [6]:

Ty (B ) 1
E = 0L | XM . 2.11
0-7( CM) OOP (E ) [1+%(E _E )2 ( )

CM CM 0CM

Nessa expressao, E_,, € a energia no sistema néutron ntcleo alvo no referencial

do centro de massa, E, ., é a energia onde ocorre o pico de ressonancia, também

M

no referencial do centro de massa, I' é a chamada largura total da ressonancia, I,
¢ a largura da linha radioativa, que caracteriza a probabilidade de que o ntcleo
composto decaia via emissdo gama e oy é o valor da segao de choque total, o, (E,,),

na energia de ressonancia F, Nota-se que na Equacao (2I0) precisa-se de o(v,),

0CM *

ao passo que na Equacao (ZII) tém-se o(FE, Resolve-se esse problema sem

CM)'

maiores dificuldades com uma mudanga na varidvel de integracao de v, para E_,,

baseando-se no fato de que (Apéndice [Al):

1 1/ A
E,, = 5’“’3 =5 (A—H) M0 (2.12)

Apé6s a mudanca de variavel proposta, encontra-se a expressao:

n 00\ E r
5.(B,T) = v2r~ M(J) x

M3/2 E T

400 1 v+vr
x/o T iE. )2/ VF(V)dVdE,,,, (2.13)

2 \“cm — HocMm —vr

onde foi usado o fato de que a energia do néutron, no referencial do laboratério, é
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dada por:
1
E = §mn1)2, (2.14)

sendo m,, a massa do néutron. O termo que envolve as massas na Equagao ([2.13)

pode ser escrito do seguinte modo:

M+mn +mn
M3/2 \/_H \/ (2.15)

possibilitando rescrever a Equacao (213]) como:

) (E T) \/57.‘_ MLmnEOCM (ny) kBT %
Oy ) = 00 T
P Mmay
M vE Vit knTE
—+oc0o 1 /‘UJF'UT
X VFE(V)VdE .,,. 2.16
/0 1+ %(ECM - EOCM)2 vV—vp ( ) oM ( )

O termo envolvendo E ., que aparece dentro da raiz quadrada na Equacao
([2I6) corresponde a energia E, onde ocorre o pico de ressonancia no referencial do
laboratério (Apéndice [Al):

M+ m,
L, = <T) Eoerr- (2.17)

Usando-se, também, a definicdo do comprimento Doppler da ressonancia [63]:

Mm,, A
Tp =]~ AfpTE = | ———— 4kpTE. 2.1
b \/(M T o \/(A Ty (2.18)

Além disso, a Equacao (2.17) indica que, para nucleos massivos, pode-se considerar
que:
E

0CM

~E, (2.19)

assim, fazendo uso da Equacao (2.19) para o termo E,,,
a Equagao (2.16]) como:

“+o0 1 v+up
x/o T IE _E)Q/ VE(V)dVdE,,,.  (2.20)

—VUr

restante, é possivel escrever

Na Equacao (2.18)), nota-se que para o caso de nucleos pesados, M > m,,, com
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M = Am,,, pode-se fazer a seguinte aproximacao:

AkgTE
1

FD%

(2.21)

Levando em consideracao que as energias mais importantes sao as poximas da

energia de ressonancia, pode-se ainda aproximar F =~ E,. Assim, tem-se:

4ksTE
Lo~/ =1

que € a expressao conhecida para ['p.

Faz-se entao na Equagao (2.20) as substituigoes abaixo:

e se obtém o resultado:

@it (5)(5) (5)-

Definindo:

pode-se escrever a Equacao (2.28) na forma:

5,(E,T) = aq (%) <%)1/z U(,§),

onde define-se a Fungdo de Alargamento Doppler:

% T o(@)For(y)
U(x, &) =m | =2 / VF(V)dVdy.
—25,r L+ Y2 Jo@)—u, )

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

A Equagao (228) é uma forma conveniente de se escrever a Funcao de Alarga-

mento Doppler ¥ (x,¢) para o trabalho proposto nesta tese, pois com essa equagao,

basta substituir a expressao da distribuicao que se deseja utilizar para prosseguir

com os calculos e encontrar uma expressao final [64,165]. Nos capitulos seguintes, esse

estudo sera realizado para duas distribuicoes quase-maxwellianas, a saber, a distri-

buicao de Tsallis no capituloMle a de Kaniadakis no capitulo[fl No presente capitulo,
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prossegue-se com a determinagao da expressao da Funcao de Alargamento Doppler
com distribuigdo maxwelliana de velocidades. Para tal, substitui-se a Equacao (IL31])
na Equacao (2.28) e faz-se uma substituigao simples do tipo u = —V?%/2v2, para se

obter o seguinte resultado:

,(v(x)—;»«(y)ﬂ _ (w(@)+ur(y))?
U(z, &) = / i —e Vih dy, (2.29)
2v7 J ap ,/T 1+y2
onde
kT
v =\ (2.30)

é a velocidade térmica e também o parametro de escala da distribuicao.

2.2 Expressao geral da Funcao do Termo de In-

terferéncia

Na secao anterior, foram estudados os efeitos térmicos de movimentos nucleares
na captura ressonante. Com intuito de estudar o espalhamento, pode-se considerar
uma teoria mais genérica em termos de parametros fenomenolégicos. Mas, infeliz-
mente, as expressoes resultantes sao tao complexas que acabam nao apresentando
muitas aplicagoes praticas em calculos usuais envolvendo Fisica de Reatores. En-
tretanto, para baixas energias, onde apenas o espalhamento de onda-s pode ocorrer,
e dado que as ressonancias envolvidas sejam resolvidas, estas expressoes podem ser
drasticamente simplificadas. Neste contexto, existe um termo de espalhamento res-
sonante, cujo termo pode ser dado pelo formalismo de Breit-Wigner, com forma
andloga ao do Equacao (Z.I1). Além disso, préximo a uma ressonancia com ener-
gia F,, o seguinte termo, correspondente a interferéncia, deve ser adicionado ao

formalismo de Breit-Wigner [6]:

2R 12 % (ECM - Eo)
O'S(ECM) 00—~ XO <ECM) |:1 + %(ECM N E )2:| ) (231)

0

Assim, tem-se a seguinte expressao para a se¢ao de choque de espalhamento:

Gs(E,T) = oy (%) (%)1/2\11( &)+ % (%)1/2)((3:,5) +4nR%. (2.32)

O primeiro termo da Equagao (Z32) contém a Funcao de Alargamento Doppler
U(z,§), definida na Equagao (2.28)), o segundo termo a Func¢do do Termo de In-
terferéncia X (x,£) e o terceiro corresponde ao termo de espalhamento potencial.

Para obter uma expressao para a Fungao do Termo de Interferéncia X (x, &), deve-se
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substituir a Equagao (Z31]) na Equagao (ZI0]). Assim, apds realizar a mudanca na

variavel de integragao proposta na Equagao (2.12]), chega-se a seguinte expressao:

X(o,6) = (E)/ W T F,

+oo I E — B Vv,
x / 1+2§2 (CEM % ; / VF(V)AVAE,,.  (2.33)
0 T - Ly v

CcM —Ur

Usando as Equagoes (ZI5) e (2.23), e considerando nucleos alvo massivos, se

chega ao resultado abaixo:

V2 90 /or 20\/EsTE
X&) = (E) EVM \/4kBTE\/>

/ Ty [ )VF(V)dVd (2.34)
« Yy . 9.34
—2E,/T 1+ y2 v(z)—vr(y)

Utilizando as Equacoes (Z1I7), (ZI8) e ([2.20]), se tem que:

2k3T5/ y v(z)+or (y)
—2E,/T 1+ y2 v(z)—vr(y)

X(z,&) =27 VF(V)dVdy. (2.35)

Assim como a Equacao ([2.28)) para ¥(z,£), a Equagao (2.35) é uma forma con-
veniente para se escrever a Fungdo do Termo de Interferéncia X (z, &) para o tra-
balho proposto nesta tese. Com procedimento analogo ao utilizado para se obter a
Equacao (229]), ao se considerar a distribuigao de Maxwell-Boltzmann, se encontra
0 seguinte:

_ (@) —vr(y)? _ (w(@)+ur(y))?
2v2 2v2

£ [*
B —e B | dy. (2.36)

Yy
\/_ 72E/F1+y

X(x,8) =

2.3 As aproximacoes de Bethe e Placzek

A Funcao de Alargamento Doppler, escrita na forma dada pela Equacao (2.29]),
assim como o termo de interferéncia dado pela Equacao (2.36)), além de nao possui-
rem solugao analitica, apresentam formas extremamente complicadas. Deste modo,
a possibilidade de se fazer algumas aproximacoes pode ser muito util. Para lidar
com este tipo de problema, Bethe e Placzek, em seu artigo de 1937 [26], tratam
de efeitos de ressonancia em processos nucleares e, particularmente, para o caso
da Funcao de Alargamento Doppler, sugerem algumas aproximagoes para energias

proximas ao pico de ressonancia. Essas aproximacoes sao as seguintes:

1. Despreza-se a segunda exponencial que aparece nas Equagoes (2.29) e (2.30),
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ou seja, considera-se que:
[v(@) + ve () > [v(z) — oY) (2.37)

2. Baseado no fato da razao entre a energia onde ocorre o pico de ressonancia e

a largura da mesma ser grande, estende-se o limite de integracao inferior:

2F,
T

— —00; (2.38)

3. Usando o fato dos nicleos alvo serem massivos, chega-se a seguinte apro-

xXimagao:

E. —E\Y? E. —E
\/ECM:\/E<1+CMT) z\/ﬁ<1+m\§T). (2.39)

Com as duas primeiras aproximagoes, as Equagoes (229) e (2.306) assumemn,

respecticamente, as seguintes formas:

f 400 1 _ (v(ﬂﬂ)*gr(y))2

U(z, &) ~ ﬁ/ T yze >t dy, (2.40)
¢ teo L (o) —vr(u))”

X(z, &) =~ ﬁ/ T er i dy. (2.41)

Para implementar a terceira aproximacao, é necessario trabalhar um pouco a

Equagao (2:39):

JE ~ @(EJ;];JCM) _ (E;\/%M). (2.42)

Usa-se a Equagao (2.12)), e também o fato de que para M > m,, tem-se p ~ m,,

para se obter:

\/EicM: M'Ui(y) ~ (E;\/EEEM) = Ur(y) ~ (E+ECM) (2.43)

assim, com auxilio da Equagao (2.14]), pode-se escrever:

2B _(E+E,) _ E—Ey (2.44)
my vom, FE V2m,E '

Usando a Equagao (2.44]), o argumento da fungdo exponencial que aparece na

() = vr(y) =
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Equacao ([2:40) é escrito como segue:

(v(z) —v(y))* | M [E—EBy,]" _

202 2kgT  2mnE
M/mn 2
— " E_E)Y—(E. —E)?=
4Ek:BT [( 0) ( CM 0)]
A [Tz Twyl? AI2 —y)?
_ tr Lyl (z—y)" (2.45)
ABkT | 2 2 AEksT 4

onde foram usadas as Equagoes (223)), (2.24]) e (2230). Lancando mao das Equagoes
[221) e (220), tem-se finalmente que:
62

(v(z) —ve(y)® 2
202 ~ Z(az -7, (2.46)

0 que permite escrever os seguintes resultados para a Funcao de Alargamento
Doppler e para a Funcao do Termo de Interferéncia com as aproximagoes de Bethe

e Placzek:

+00 1 2 )

U(z, &) ~ (. §) = % / = yze‘%(ﬂﬁ—y) dy, (2.47)
+00 2 )

X(z,8) ~ x(z,§&) = %/ . EyQQ—i(ﬂﬁ—y) dy. (2.48)

As funcoes definidas pelas Equacoes ([2.47) e (2.48) também sdo conhecidas,

respectivamente, como primeira e segunda Fungao de Voigt.

2.4 Propriedades da Funcao de Alargamento
Doppler e da Funcao do Termo de Inter-

feréncia

A Funcao de Alargamento Doppler com as aproximacoes de Bethe e Placzek,

dada pela Equagao (2Z4T), possui as seguintes propriedades:
1. 9(z, &) apresenta apenas valores positivos;

2. Y(x,€) é simétrica em relagao ao eixo vertical, ou seja, trata-se de uma funcao

par na variavel x;

3. O alargamento aumenta com o aumento da temperatura, ou seja, a medida

que ¢ diminui.

A primeira propriedade verifica-se facilmente ao se perceber que na Equacao

([Z41), a Fungao de Alargamento Doppler é definida como uma integral imprépria
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na variavel y, da seguinte funcao de duas variaveis:

2
67%(:’37?4)2

flz,y) = T 5

: (2.49)

e que tal fungdo admite apenas valores positivos, o que implica que ¥(z,§) também
sO possa admitir valores positivos.
A segunda propriedade pode ser verificada fazendo-se uso da expressao ma-

tematica dada pela Equagao (247) para verificar-se a paridade de v (z, §) na variavel

x: Py
_ € / c Ty (2.50)
Na Equagao (Z50), se faz a mudanca de varidveis definida por u = —y, para se
obter:
— &2 2 — &2 2
£ 00 o= (matu) ¢ o o=y [~ (z—u)]
) = C —du) = ——> - du=
v o) 2VT Jioo 14 (—u)? (~du) VT oo 140 ¢
¢ [ e ¢ [T e
2T o 14w VT ) e 14
=¢(z,§), (2.51)

o que mostra a paridade de ¥ (x, &) na variavel .

A terceira propriedade também pode ser observada pela andlise da Equacao
247). Esta demonstragao é feita em duas etapas: na primeira, mostra-se que a
drea abaixo da curva dada pela Equagao (247) ndo depende da temperatura, ou
seja, ¢ independente da varidvel £&. Na segunda, mostra-se que quanto maior for
o valor de £, maior serd a altura do pico. A primeira é resolvida simplesmente

calculando a area em tela:

1 +o00 4 +o00 +o00 é‘ e—%(x—y)Qd J
- [ vwaan= [ [ -

g +o0o +o00 e_[%(x—y)]Q
= —= ————dxd 2.52
2ﬁ/w /oo 1492 vy, (2.:52)

onde deve-se reparar que foi realizada uma inversao na ordem de integracao.

Usando, na Equacao ([2.52]), a integral da fungao gaussiana [36]:

/ e dy = \/E,a > 0, (2.53)
o a
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tem-se que:

+oo +a
g & 2V dy _ / dy

20/ € ) o ]_~|>y2_al~>lgo o 14192
= lim rctan( )|, = lim [arctan(a) — arctan(—a)] =
a—r00 a—r00

_ g _ <_§) = (2.54)

o que mostra que a drea definida por ¥(z,£) nao depende da temperatura. Termi-
nada esta primeira parte, precisa-se mostrar que quanto maior o valor de &, ou seja,
quanto menor a temperatura, maior é a altura do pico, o que pode ser traduzido ma-
tematicamente no problema de se mostrar que para § > 0, entao ¥ (£+4,0) > (&, 0).

Para tal, basta mostrar que a funcao definida por

e—EY?/4

1+ y?

() = 2/TU(E,0) = §/+m <y (2.55)

é estritamente crescente. Assim, faz-se a mudanca de varidveis z = £y, o que permite

escrever a fungao p(&) como:

+o00 722 4 d +o00 —22/4
5/ £ = :/ P (2.56)
0 1

2 2
Para quaisquer valores positivos de z, &, d, tem-se que (%) > ( ) , 0 que leva

&+
2/4 2/4

- (2.57)

e—Z

e fornece:

+o0 6_22/4 +o0 6—22/4
(€)= / T i< / = p(e+0), (2.58)
0 0

1+(§) 1+<§+5>2

como se queria mostrar. Assim, pode-se concluir que:

P(E+6,0) > (&, 0). (2.59)

Com as Equacoes (254) e (Z59), fica demonstrada a terceira propriedade.
Na Figura 2.3 vé-se o comportamento da Funcao de Alargamento Doppler, dada
pela Equacao (2.47), assim como da Fungao do Termo de Interferéncia, dado pela
Equacao (248) para diversos valores da varidvel £. Em tais graficos, é possivel notar
as trés propriedades acima mencionadas.

Uma referéncia tradicional da drea de Fisica de Reatores sao as tabelas obtidas
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em 1963 por Beynon e Grant [35], utilizando expansao em polinémios de Chebyshev
[36], assim como o método de Gauss-Hermite [37] para se obter os valores das Fungoes
de Voigt: a Funcao de Alargamento Doppler ¥ (z,¢) e a Fun¢ao do Termo de In-
terferéncia y(z,£). Esta tabela apresenta os valores destas fungoes para diversos
valores dos parametros = e £, e é tao importante que figura nos textos de varios li-
vros didéticos da drea de Fisica de Reatores, tais como o do Lamarsh [4], Duderstadt
& Hamilton [6] e Stacey [7].

Na Tabela 211, sdo apresentados os valores calculados, a partir de um c6digo na
linguagem C, utilizando o método da Quadratura de Gauss-Legendre com 15 pontos
[66], para a Fungao de Alargamento Doppler dada pela Equagao (Z.47). Dos valores
obtidos, apenas 8 deles diferem dos encontrados na tabela disponivel em [35] e estes,
assim como os desvios percentuais, estao presentes na Tabela[2.2] onde a coluna para
Ypa(r, &) representa os valores para a Fungao de Alargamento Doppler obtidos por
Beynon e Grant em 1963, e a coluna para ¥ (x,&) apresenta os valores calculados
utilizando-se o método da quadratura gaussiana aplicado na Equagao (2.47). Do
mesmo modo, na Tabela sao apresentados os valores calculados, utilizando-se
o mesmo método numeérico, para a Funcao do Termo de Interferéncia dada pela
Equacao (248), assim como na Tabela [Z4] sao apresentados os desvios percentuais
em relagdo aos dados apresentados por Beynon e Grant [35]. Deve se notar que
apesar de aparecerem para a Funcao do Termo de Interferéncia 14 valores com
desvios percentuais nao nulos, tais desvios, em média, sao uma ordem de grandeza
menores que os apresentados na Tabela

Analisando as Tabelas e 2.4l pode se perceber que o maior desvio percentual
entre Ypg(z,§) e ¥(x,€) corresponde ao valor de 0,066% obtido para & = 0,40 e
r = 8, assim como o maior desvio percentual entre ypg(x,§) and x(z,§) corres-
ponde ao valor de 0,00071% obtido para & = 0,05 e x = 6, ou seja, os desvios
sao todos despreziveis. As Tabelas 2.1 e 23] serao tomadas como referéncia para
esta tese. Logo apds as tabelas, os graficos apresentados na Figura 2.3 ilustram
a Funcdo de Alargamento Doppler ¢(x,€§) e a Fungao do Termo de Interferéncia

x(z, &), respectivamente, para diversos valores de £.
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Tabela 2.1: Valores da Funcao de Alargamento Doppler usando a Equacao (2:47]).

Fungio ¢(z, £)

13 =0 |z2=05| z=1 T =2 r=4 =26 =8 |z=10 | =20 | x =40

0,05 | 0,04309 | 0,04308 | 0,04306 | 0,04298 | 0,04267 | 0,04216 | 0,04145 | 0,04055 | 0,03380 | 0,01639

0,10 | 0,08384 | 0,08379 | 0,08364 | 0,08305 | 0,08073 | 0,07700 | 0,07208 | 0,06623 | 0,03291 | 0,00262

0,15 | 0,12239 | 0,12223 | 0,12176 | 0,11989 | 0,11268 | 0,10165 | 0,08805 | 0,07328 | 0,01695 | 0,00080

0,20 | 0,15889 | 0,15854 | 0,15748 | 0,15331 | 0,13777 | 0,11540 | 0,09027 | 0,06614 | 0,00713 | 0,00070

0,250,19347 | 0,19281 | 0,19086 | 0,18325 | 0,15584 | 0,11934 | 0,08277 | 0,05253 | 0,00394 | 0,00067

0,30 | 0,22624 | 0,22516 | 0,22197 | 0,20968 | 0,16729 | 0,11571 | 0,07043 | 0,03881 | 0,00314 | 0,00065

0,35 | 0,25731 | 0,25569 | 0,25091 | 0,23271 | 0,17288 | 0,10713 | 0,05726 | 0,02816 | 0,00289 | 0,00064

0,40 | 0,28679 | 0,28450 | 0,27776 | 0,25245 | 0,17360 | 0,09604 | 0,04569 | 0,02110 | 0,00277 | 0,00064

0,45 | 0,314770,31168 | 0,30261 | 0,26909 | 0,17052 | 0,08439 | 0,03670 | 0,01687 | 0,00270 | 0,00064

0,50 | 0,34135 | 0,33733 | 0,32557 | 0,28286 | 0,16469 | 0,07346 | 0,03025 | 0,01446 | 0,00266 | 0,00063

Tabela 2.2: Desvios percentuais nao nulos entre ¥pg(z,€) e ¥(z,§).

13 z | Ypa(=z,§) | ¥(z,8) %

0,25 2 0,18324 0,18325 | 0,005

0,30 | 8 0,07042 0,07043 | 0,014

0,30 | 10 0,03880 0,03881 | 0,026

0,35 | 8 | 0,05724 | 0,05726 | 0,035

0,35 | 10 0,02815 0,02816 | 0,036

0,40 4 0,17359 0,17360 | 0,006

0,40 8 0,04566 0,04569 | 0,066

0,40 | 10 0,02109 0,02110 | 0,047
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Tabela 2.3: Valores da Fungao do Termo de Interferéncia usando a Equacao (2.48)).

Fungio x(z,¢)

13 =0 |z2=05| z=1 T =2 r=4 =26 =8 |z=10 | =20 | x =40

0,05 | 0,00000 | 0,00120 | 0,00239 | 0,00478 | 0,00951 | 0,01414 | 0,01865 | 0,02297 | 0,04076 | 0,05221

0,10 | 0,00000 | 0,00458 | 0,00915 | 0,01821 | 0,03573 | 0,05192 | 0,06626 | 0,07833 | 0,10132 | 0,05957

0,15 | 0,00000 | 0,00986 | 0,01968 | 0,03894 | 0,07470 | 0,10460 | 0,12690 | 0,14096 | 0,12219 | 0,05342

0,20 | 0,00000 | 0,01680 | 0,03344 | 0,06567 | 0,12219 | 0,16295 | 0,18537 | 0,19091 | 0,11754 | 0,05170

0,25 | 0,00000 | 0,02515 | 0,04994 | 0,09714 | 0,17413 | 0,21908 | 0,23169 | 0,22043 | 0,11052 | 0,05103

0,30 | 0,00000 | 0,03471 | 0,06873 | 0,13219 | 0,22694 | 0,26757 | 0,26227 | 0,23199 | 0,10650 | 0,05069

0,35 | 0,00000 | 0,04529 | 0,08940 | 0,16976 | 0,27773 | 0,30565 | 0,27849 | 0,23236 | 0,10439 | 0,05049

0,40 | 0,00000 | 0,05674 | 0,11160 | 0,20890 | 0,32441 | 0,33286 | 0,28419 | 0,22782 | 0,10317 | 0,05037

0,45 | 0,00000 | 0,06890 | 0,13498 | 0,24880 | 0,36563 | 0,35032 | 0,28352 | 0,22223 | 0,10238 | 0,05028

0,50 | 0,00000 | 0,08165 | 0,15927 | 0,28875 | 0,40076 | 0,35998 | 0,27979 | 0,21729 | 0,10185 | 0,05022

Tabela 2.4: Desvios percentuais nao nulos entre xpg(z,§) e x(z,§).

3 z | xBa(z,€) | x(z,€) | 107*%

0,05 | 6 0,01415 | 0,01414 | 7,1

0,15 | 40 0,05341 0,05342 1,9

0,20 8 0,18538 0,18537 0,5

0,25 6 0,21909 0,21908 0,5

0,25 8 0,23168 0,23169 0,4

0,30 | 0,5 0,03470 0,03471 2,9

0,35 6 0,30564 0,30565 2,8

0,35 8 0,27850 0,27849 0,4

0,35 | 20 0,10437 0,10439 1,9

0,40 4 0,32442 0,32441 0,3

0,40 | 20 0,10316 0,10317 1,0

0,45 6 0,35033 0,35032 0,3

0,45 8 0,28351 0,28352 0,4

0,50 4 0,40075 0,40076 0,2
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Figura 2.3: Comportamento da Funcao de Alargamento Doppler e da Funcao do

Termo de Interferéncia variando &.
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Capitulo 3

Analise das aproximacoes de
Bethe e Placzek

Hans Albrech Bethe (1906 - 2005) e George Placzek (1905 - 1955)
Foto de Hans Bhete extraida de https://en.wikipedia.org/wiki/Hans Bethe e

de George Placzek extraida de https://www.zob.cz/vzdelavani/osobnosti/placzek-
georg/. Acesso em 10 de abr de 2019.
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A Fungao de Alargamento Doppler, estudada no capitulo [2, é baseada em algu-
mas aproximagoes, propostas em 1937 por Bethe e Placzek [26]. Neste capitulo, o
papel de se desconsiderar cada uma destas aproximagoes é avaliado individualmente,
bem como suas combinagoes em pares, e também ¢é investigado em que situagoes
tais aproximacoes deixam de ser razoaveis. Tomando como referéncia a Fungao de
Alargamento Doppler com todas as aproximacoes de Bethe e Placzek, definida pela
Equagao (2:47)), identifica-se as aproximagoes mais importantes, correlacionando-as

com a fisica envolvida em cada uma delas.

3.1 Funcoes de Alargamento Doppler generaliza-

das

Toma-se como ponto de partida a Equacao ([2.29), a forma mais geral possivel
para a Funcao de Alargamento Doppler baseada na distribuicdo maxwelliana de
velocidades. A fim de se obter para a Funcao de Alargamento Doppler uma expressao
sem nenhum tipo de aproximagao, deve-se escrever os argumentos das exponenciais
que aparecem na Equacao (229) em termos das grandezas y e x definidas pelas

Equagoes [2.23) e ([224), além dos parametros nucleares dos isGtopos envolvidos.

Assim, usa-se as Equacoes (Z.12), (Z14)), ([223)) e (Z24]) para se escrever o seguinte:

Ur(Bey) = \/2 (%) Em—cr (3.1)

v(E) = fn—En, (3.2)
ECM(y) = % + E,, (33)
E(z) = % + E,. (3.4)

Substituindo, entao, as Equagoes (3.3) e (B.4]) nas Equagoes (B.1]) e (B.2)), respec-

tivamente, se obtém o seguinte:

u(y) = \/ — (2 weemm, (35)

v(x) = \/mL (x +2E,/T). (3.6)
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Utilizando as Equacoes (2.18), ([230) e (34]), é possivel escrever:
/ kBT WkpTEA [(A+12  (A+1\ Tp
(A+1)2\ 442m,F A ) Am,E

A—|—1

Deste modo, escreve-se os argumentos das exponenciais que aparecem na
Equacao (2.29)) como segue:
(v(z) £ v (y))? A

2vy,

(3.7)

2

(3.8)

(Ail)\/me JT) £+ /(y +2E,/T)

Langando méao do resultado apresentado na Equagao (3.8)), escreve-se a seguinte

expressao para a Funcao de Alargamento Dopppler:

Vo= [ el ey
PN —opyr 1+ Y2

@ (VA@+HVED) dy (3.9)
onde A(z) e Z(y) sao definidas pelas seguintes equagoes:

Alz) = (Aiﬂ) (x +2E,/T), (3.10)

=(y) =y + 2E, T (3.11)

De acordo com a forma da Equagao ([B.9), fica evidente que tanto A(x) quanto
=(y) devem ser nao-negativas. Assim, torna-se necessario entender o motivo de tais

restrigbes. Para A(z), temos:

Az) 25, z (E + E) > 0= B(z) >0, (3.12)
r L\ 2
onde se fez uso da Equagao (3.4)).

Percebe-se, entdo, que a nao-negatividade de A(x) implica diretamente na nao-
negatividade de E(x), que nada mais é do que a energia do néutron incidente, escrita
em termos do parametro x, definido pela Equagao (2.24]). Como se trata de uma
energia puramente cinética, esta nao pode ser negativa, o que justifica fisicamente o

fato de que se deve ter A(x) > 0.
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Ja para Z(y), com auxilio de Equacao (2:23)), tem-se que:

2F 2 (T
Ey)>0=>y+ FO>O:>f(7y+EO)>O:>ECM(y)>O, (3.13)
ou seja, de forma andloga, nota-se que a nao negatividade de Z(y) implica direta-
mente na nao-negatividade de E_,,(y), que consiste na energia cinética do sistema
néutron nucleo no referencial do centro de massa, escrita em termos do parametro
y, definido pela Equacao ([2.23)), e que de fato deve ser ndo nula. Pode-se notar,
analisando a Equacao (B:I3]), que a restricio imposta para a varidvel y pelo fato de
que =(y) > 0 é a seguinte:
2F,
) 3.14
= (3.14)

o que mostra que o fato de se ter Z(y) > 0 implica que y deve estar justamente no

y>—

intervalo de integragao da expressao que define W(z, ). Assim, pode-se perceber
que nao existe nenhum tipo de indefinicao imposta pelas raizes quadradas que apa-
recem nos argumentos das fungoes exponenciais presentes na Equacao ([B.9). Mas
entretanto, deve se ter cautela ao se desconsiderar separadamente cada uma das
aproximacoes de Bethe e Placzek.

A aproximagao introduzida pela Equacao (2.38]) nao pode ser considerada de
forma isolada, pois se esta for imposta na Equacao ([8.9), a condigdo da nao negati-
vidade de Z(y) nao seria respeitada por todos os pontos do intervalo de integragao, o
que geraria uma indefinicao. Assim, a segunda aproximacao, definida pela Equacao
[238)), s6 pode ser considerada em conjunto com a terceira, definida pela Equagao
[239). Deste modo, com o intuito de se avaliar as aproximagoes de Bethe e Placzek,

define-se as seguintes funcoes:

1. Y(z,€): Funcdo de Alargamento Doppler considerando todas as aproximacgoes
de Bethe e Placzek;

2. Pq(z, €): Fungao de Alargamento Doppler desprezando apenas a primeira apro-
ximacao de Bethe e Placzek, dada pela Equacao (237));

3. Yo(x,§&): Fungao de Alargamento Doppler desprezando apenas a segunda apro-
ximagao de Bethe e Placzek, dada pela Equagao (Z38));

4. Pya(x,€): Fungao de Alargamento Doppler desprezando a primeira e a segunda
aproximagao de Bethe e Placzek, dadas pelas Equagoes (2.37) e (2.38);

5. 1o3(x, €): Fungao de Alargamento Doppler desprezando a segunda e a terceira
aproximagao de Bethe e Placzek, dadas pelas Equagoes (2.38) e (2.39);

6. U(z,£): Funcao de Alargamento Doppler desprezando todas as aproximagoes
de Bethe e Placzek.
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As fungoes definidas por ¢ (x,&) e U(z,£) ja estao estabelecidas pelas equagoes
247) e (B9), respectivamente. Faz-se necessario a definicao das demais.

Para a funcao definida por ¢ (x, £), deve-se retornar para a Equagao (2.29) e usar
a aproximagao definida na Equagao (239]), com o intuito de se escrever a exponencial

que agora nao mais sera desprezada. Para tal, usam-se as Equagoes (Z.14) e (Z.43)

v(x)Jrvr(y)%\/ﬁ <E+E ) 3E+E_ (3.15)

o que leva, com auxilio da Equacao (230), ao seguinte:

para obter:

(v(z) +ur(y)® M BE+Ey]

202, T 2T  2mnE
M/m,,
- m [3(E - Eo) + (ECM - EO) + 4E0]2 =
A [3Tz Ty 2
= 12 44E)| =
AEkgT { > Tt }
A2 [3z+y  4E,]° (3.16)
AFEkgT | 2 r | '

onde foram usadas as Equagoes (2.23) e (2.24]). Finalmente, com uso das Equacoes

@21)) e ([2.20), pode-se escrever:

(v(z) +v.(y)? _ o [3x+y , 4B,
TR l L+ r} . (3.17)

Com as Equagoes (2.46) e (317), a Equacao (2.29)) leva a:

+o0 2 Sty , 4B,
~&S@y)? _ (T
U (x, &) = 2\/_/ Y [e e (3 ) ] dy. (3.18)

Para obter 15(z, ), basta nao estender o limite inferior de integragao de —2FE, /T"

para —oo na Equacao (2.47):

2
é‘ +o0 67%(337‘1’)2

—dy. 3.19
2\/_ —2E, /T 1+ y? Y (3.19)

Ua(,§) =

Para obter ¢15(x, £), basta considerar em conjunto as condigdes que deram origem

as Equacoes (BI8) e (319):

5 +o00 1 2 _e? (3x+y+4E‘0>2
Yra(x, € e" @V _¢ r dy. 3.20
12(e,8) = 2\/_ —ogr 1+ y? (3.20)
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Finalmente, para se obter 1o3(, £), deve-se manter o limite inferior de integracao
em —2F /T e, além disso, a exponencial que aparece na Equacao (2.47) nao pode
ter o seu argumento aproximado, e deve manter a mesma forma exibida na Equacao
B3). Assim, tem-se que:

Yasle, ) = 2\/_/2E o/T 1+y el \/—> (3:21)

Nota-se que as fungoes definidas pelas Equacoes (3.9), (BI8), B19), (3.20) e

(B21)) apresentam explicitamente os parametros nucleares E, e I'. Assim, para pros-
seguimento deste estudo, é necessario se considerar ressonancias especificas, onde tais
parametros estejam estabelecidos. Os valores dos parametros, para as ressonancias

consideradas nesta tese, podem ser visualizados na Tabela 3.1l

Tabela 3.1: Parametros nucleares para os isotépos 238U e 239Pu.

E,(eV) |Ty(eV)|[(eV)| T'(eV)
238U | 6,673491 |0,00148|0, 0230 |0, 02448
239Pu |0, 29643460, 000081 0, 0393 |0, 03938

Com o intuito de se avaliar o efeito de se desprezar a primeira aproximacao de
Bethe e Placzek, avalia-se a razao entre as exponenciais que aparecem no integrando

da Equagao (B.I8), através da seguinte expressao:

52 <sz+y T 4Eo )
R(z,y) = . (3.22)

o5 (@)

Para realizar tal comparacao, escolhe-se x = y = 0. Esta escolha é razoavel
pois a variavel x = 0 representa um neutron incidente cuja energia é exatamente
a energia da ressonancia, e y = 0, o valor para a variavel de integracao onde o
integrando que aparece na Equacao (2.47) assume o seu valor maximo. Assim, se

tem a seguinte grandeza a considerar:
2 (4Eg )2
R(0,0) = e €(5%) (3.23)

Usando as Equagoes ([2.22)) e (2.26]) , pode-se rescrever a Equacao ([3.23) como:

4AE0

R(0,0) = ¢ o7 . (3.24)

Assim, com os dados da Tabela B.1], constréi-se a Tabela B.2], considerando-se as
temperaturas 300 K, 800 K e 1500 K.
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Tabela 3.2: Ordens de grandeza para R(0,0) para a ressonancia de 6,67¢V do 28U
e a de 0,296eV do 23Pu.

T=300K | T=800K | T =1500K
238U 107106728 10740023 10721346

239Pu 10—4761 10—1785 10—952

Como se pode notar na Tabelal3.2] as ordens de grandezas envolvidas sao infimas,
o que leva a concluir que ao se desprezar a primeira das aproximacoes de Bethe e
Placzek nao se introduz nenhuma diferenca significativa nos valores da Funcao de
Alargamento Doppler.

Para se avaliar o efeito de se desconsiderar a segunda das aproximagoes de Bethe e
Placzek, deve-se lembrar que a Funcao de Alargamento Doppler, também conhecida
como primeira Funcao de Voigt, nada mais é do que a convolugao de uma gaussiana
com uma lorentziana. Como parametro para se avaliar o efeito de se estender o
limite inferior de integragao, compara-se o desvio padrao da gaussiana envolvida [39)]
com o médulo do limite inferior de integracao |Li,¢| = 2F,/I". Tal desvio padrao é

dependente da temperatura através do parametro £ e é dado por:
O'g = —. (325)

Assim, usando as Equagoes (2.20) e (B.25]), tem-se:

|Lig|  2E,)T 2E¢ V2E, T V2E,
o W2/ ver T Tp Tp

. (3.26)

Com auxilio da Equagao (2.22]), chega-se finalmente ao seguinte resultado:

| Ling| AE,
= ) 2
O¢ QkBT (3 7)

Na Tabela 3.3 estao reportadas as razoes definidas pela Equagao (3.27)) conside-

rando as temperaturas 300K, 800K e 1500K para as ressonancias estudadas.

Tabela 3.3: Razao entre o médulo do limite inferior de integracao e o desvio padrao
para a ressonancia de 6,67¢V do U e a de 0,296eV do 2*°Pu.

T = 300K | T = 800K | T = 1500K
| Ling|/0¢ | [Lintl/0e | |Lin|/0¢
28U | 175,27 | 107,33 78,38

29Pyu| 37,02 22,67 16,55
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Como se pode notar, a menor razao presente na Tabela corresponde ao va-
lor de 16,55, considerando a ressonancia do plutonio com temperatura de 1500 K.
Levando em consideragao que para um intervalo de trés desvios padrao o erro in-
troduzido ao se truncar o intervalo de integracao ja é em torno de 0,27%, pode-se
concluir que o erro introduzido ao se adotar a segunda das aproximacoes de Bethe
e Placzek, assim como no caso da primeira, também é desprezivel.

Conclui-se, entao, que tanto a primeira quanto a segunda aproximacao de Bethe
e Placzek introduzem erros infimos no calculo da Funcao de Alargamento Doppler,
de modo que as expressoes dadas pelas Equacoes (B.18)) e (8.19) vao fornecer, na or-
dem de grandeza usualmente considerada, os mesmos valores que a Equacao (2.47).
Além disso, estas duas aproximacoes possuem naturezas diferentes: a primeira é jus-
tificada pela razao entre as exponenciais da Equagao ([3.20)), e a segunda justifica-se
considerando um pico ressonante estreito e alto. Neste contexto, pode-se concluir
que a Funcao de Alargamento Doppler obtida ao se desconsiderar as duas primei-
ras aproximagoes de Bethe e Placzek, definida pela Equacao (3.20)), também nao
introduzira um erro apreciavel.

Com o intuito de avaliar a terceira aproximagcao, a Figura B mostra, para as
duas ressonancias consideradas, os comportamentos de (x, &) e 1o3(x, ) em linha
continua e tracejada, respectivamente. Para a ressonancia do ??Pu, os graficos estao
tao préximos que parecem superpostos. Para o 238U, percebe-se um desvio para a

direita nos gréaficos onde a terceira aproximacao de Bethe e Placzek foi desprezada.
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Figura 3.1: Fungoes de Alargamento Doppler ¢ (x, &) e 193(z, §) para a ressonancia
do #Pu com energia E, = 0,296eV e para a ressonancia do *¥U com energia

E,=6,67eV com T =300K, T =800K e T = 1500 K.

Para avaliar quantitativamente a diferenca entre esses dois comportamentos fun-
cionais, considera-se o caso em que o neutron incidente tem exatamente a energia
de ressonancia, x = 0. A Figura mostra o comportamento em funcao da tem-
peratura de 1(0,&) e 1h93(0,&) para a ressonancia do plutonio, e a Figura B3 para

a ressonancia do uranio. O intervalo de temperatura foi escolhido de 7' = 300 K
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a T = 1500 K, por ser o usual em um ntucleo de reator nuclear. A direita, pode-
se ver o desvio percentual entre a Fun¢ao de Alargamento Doppler considerando
todas as aproximacoes de Bethe e Placzek ¥(x,§) avaliada em x = 0 e a Fungao
de Alargamento Doppler 193(z, ), obtida desconsiderando a segunda e a terceira
aproximacoes. Pode-se notar que o desvio percentual para a ressonancia do plutonio
é cerca de duas ordens de grandeza inferior a ressonancia do uranio. Além disso,
o comportamento decrescente dos graficos para o desvio percentual mostra que as

aproximacoes de Bethe e Placzek tornam-se melhores conforme a temperatura au-

menta.
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Figura 3.2: Fungoes de Alargamento Doppler ¢ (x, &) e 193(z, §) para a ressonancia
do ?»Pu com energia E, = 0,296eV para T =300 K, T =800K e T = 1500 K.
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Figura 3.3: Fungoes de Alargamento Doppler ¢ (x, &) e 193(x, §) para a ressonancia
do #8U com energia E, = 6,67¢V para T =300 K, T =800 K e T = 1500 K.

A primeira das aproximagoes, definida pela Equagao (2.37), pode parecer apenas
um argumento matematico a primeira vista, mas esta aproximacao se justifica ao
se perceber que as velocidades definidas por v(x) e v,.(y) possuem valores grandes,
porém proximos, o que faz com que a razao entre diferenca e soma destas velocida-

des seja um nimero muito pequeno. De fato, levando-se em conta a Equagao (L37),
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que fornece a velocidade mais provavel para um gas ideal com temperatura T' cujas
moléculas possuam massa M, pode-se mostrar que, para o intervalo de temperatu-
ras considerado, de 300 K a 1500 K, verifica-se que a velocidade mais provavel do
néutron varia, aproximadamente, entre 2200 m/s e 5000 m/s. Além disso, pode-se

mostrar que a razao entre os valores mais provaveis para v(x) e v(y) é dada por:

Ump(2) i
Vrmp(y) ~ VAFT 2%

o que fornece, para os isétopos envolvidos, uma razao maior que 0, 99.

A segunda das aproximacoes é baseada no fato da razao entre a altura do pico de
energia e a largura pratica ser grande em comparacao ao desvio padrao da gaussiana
que aparece no integrando da Funcao de Alargamento Doppler em convolugao com
a lorentziana, e nao requer maiores explanacoes.

Finalmente, com intuito se de entender a tercerira aproximacao, substitui-se as

Equacoes (2.12) e (214) na Equacao (2.39):

1 1 Liw? — tm,0?
—v? g =mpe? (122" ) 3.29
\/2’“”’ \/2m Y ( T e (3.29)

Considerando o caso de ntcleos massivos, se tem p = m,,, assim, pode-se escre-

ver:

2 2 2 2 2 2
vE—v VE— v VY 4+ v
’l}r%'l}(1+r72):’l}+ TQU = 2vrz>2vvrz1)2+vzz>

=02 =20, + 2= 0= (v—1)" ~ 0= v ~v,(3.30)

ou seja, percebe-se que a justificativa para se adotar a terceira das aproximagoes
de Bethe e Placzek é a de se considerar ntcleos alvo massivos, e também que a
velocidade do néutron seja muito préxima da velocidade relativa entre néutron e
nucleo alvo. Percebe-se que esta condicao fisica é a mesma utilizada para se justificar
a primeira aproximagcao.

Deve-se destacar que os parametros nucleares F, e [ aparecem de forma explicita
no integrando da expressao da Fungao de Alargamento Doppler sem aproximagoes,
dada pela Equagao (8.9]). Assim, nota-se a possibilidade da investigacao da influéncia
da segunda aproximacao de Bethe e Placzek também no integrando. Tal investigagao

¢ o assunto da segao seguinte.
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3.2 Uma abordagem alternativa das apro-

ximacoes de Bethe e Placzek

No estudo realizado na secao [B.I] foi percebido que a terceira das aproximagcoes
de Bethe e Placzek, dada pela Equacao ([2:39]), ndo pode ser considerada sem se
levar em conta, conjuntamente, a segunda delas, dada pela Equacao (2.38)). Pois
caso contrario, seria gerada uma indefini¢cao no integrando oriunda da raiz quadrada
de valores negativos. Porém, ao observar o integrando da Equagao (39), nota-se que
este depende dos parametors I' e E,, que sao os parametros envolvidos na segunda
das aproximacoes de Bethe e Placzek. Assim, surge a questao: serd que a segunda
aproximacao também nao gera alguma consequéncia para o integrando? Com o
intuito de abordar esta questao, deve-se trabalhar no argumento das exponenciais

que aparecem na Equagao (3.9]), como segue:
=\> e —\2
—EA(z (\/A :t\/:(y)> == (AZL‘ ) £ VA(x)VE(Y ) =

_ ( rm>,331

onde, com auxilio das Equacoes ([B.10) e (B.11]), F'(x,y) se define do seguinte modo:

F(z,y) =+/(z+2E,/T) (y + 2E,/T). (3.32)

Na Equacao (3.32), tem-se uma fungao de duas varidveis, e deseja-se fazer uma
expansao em série de poténcias em primeira ordem. A expressao completa para este

tipo de expansao pode ser escrita como segue [67]:

Zn, Z( ) oy Jay] (o, yo)(x — 20)" ™ (y — yo)’, (3.33)

onde (7;) ¢ o nimero binomial, definido por:

n n!
i) " T —r 3
( ) Jl(n —j)! 3.34)

e também se usa a convencao:
OF OF
w(ﬂfo,yo) = 8—3/0(%’ Yo) = F'(0, y0). (3.35)

Usando a Equacao (8.33]) até primeira ordem em torno do ponto (0,0), chega-se
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ao seguinte:
oF oF
F ~ F — — .
(2,9) % F(0,0) + 50,00 + (0, 0y, (3.36)

assim, aplicando a derivada parcial em relagao a z na Equacao (3:32)):

0
aF( N [(z +2E,/T) (y + 2E,/T)]
- L, Y) = =
Ox 2y/(z +2E,/T) (y + 2E,/T)
B y+2E,/T _y+2E)/T (3.37)
2/(z +2E,)T) (y + 2E,/T)  2F(z,y) '
De maneira analoga, tem-se:
oF x+2E /T
- =2 "o/ .38
ay(w,y) Fay) (3.38)
o que leva aos seguintes coeficientes para a expansao pretendida:
2FE, OF OF 1
F(0,0) = =2, —(0,0) = —(0,0) = =. .39
Finalmente, substituindo a Equagao (8:39) na Equacao (3.30):
2F
Flay)m =20+ ; Y (3.40)

Com o resultado da Equacao ([B:40), se faz a seguinte aproximagao na Equagao

(E3D):

~en) (VAm = vE) ~ - | (57 (o 50 ) +
+ Ai1<$§y+2§o 2 (3.41)

Definindo
a(A) = Aiﬂ, (3.42)
é possivel escrever:
=\> 1 Y

—&*A\ () <\/A(x) + \/:(y)) = —¢2a*(A) [(a(A) + 5) x+ 5—1—

(@A) £ 1) Qﬂ T )

Ao considerar o caso de ntcleos alvo massivos, pode-se aproximar o(A) ~ 1, e a
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Equagao ([B.43]) assume a seguinte forma:

—E2A\(x) <\/A )+ VE(@) >_ {(1i;)xig+

2

A+ 21?0}2, (3.44)

que leva aos seguintes resultados:

— &A(2) (\/A +VE( ))2=—§2(3Hy+4E°)2, (3.45)

2 r

- @) (VA - VED) =% o) (3.46)

Substituindo as Equagoes ([B.43) e (8.46) na Equagao (8.9]), percebe-se que é
obtido exatamente o resultado apresentado na Equagao (B.20). A Equacao (3.20)
foi obtida usando a terceira aproximacao de Bethe e Placzek nos argumentos das
exponencias presentes na Equagao ([2.29)), através dos resultados intermedidrios apre-
sentados nas Equagoes (2.46]) e (3.16). Curiosamente, ao se considerar no integrando
a utilizacao da segunda aproximacao de Bethe e Placzek, chega-se exatamente ao

mesmo resultado, como apresentado nas Equagoes (3.45) e (3.40)).
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Capitulo 4

Fenomeno de Alargamento

Doppler com Estatistica de Tsallis

oaro Brasiloirg,

M;P:“'""“Hﬂu

Fachada do Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF), localizado no bairro da
Urca, no municipio do Rio de Janeiro - RJ - Brasil.

Imagem extraida de https://portal.cbpf.br. Acesso em 30 de abr de 2019.
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4.1 Funcoes de Voigt com estatistica de Tsallis

Considera-se, agora, uma distribuicao de nicleos alvo obedecendo a distribuicao
de Tsallis, definida pelas Equagoes (LET), (L63) e (L'72). Segue-se, basicamente, os
mesmos passos do capitulo 2l Como tal distribuicao também é isotrépica, sua for-
mulagao matematica preserva a propriedade de paridade na variavel V', e as Equacoes
22]) e ([238) podem ser utilizadas. Porém, deve-se ter cautela com os limites de
integracao na variavel y, pois como foi visto no capitulo [Il, a distribuicao de Tsallis
introduz um corte para as velocidades permitidas, como ilustrado na Equagao (LGI]).
Assim, pode-se definir a Func¢ao de Alargamento Doppler de Tsallis e a Fung¢ao do

Termo de Interferéncia de Tsallis como segue:

/ QkBT Leup v(@)+or(y) MV?
x,&)=m §/ Vexpy, , | — dVdy, (4.1
( ) q 1 + y (@) () 2—q 2]€BT ( )

lllf

2k:BT Leoup v(@)+or (y) MV?
X = 2my/ % dVdy, (4.2
o) =2m At / Lins 1+y ooy I\ 2kT b 42

onde os limites de integragao Lins e Lg,p, dependem do corte de velocidades supra-

citado, e devem ser determinados. Para trabalhar com as Equagoes (£1]) e (E2)),

faz-se necessdrio a determinagao da integral da funcao exp,:

/equ(a)da = / 1+ (1- q)a]l%q dov. (4.3)
Para realizar tal integragao, faz-se uso de uma substituicao simples do tipo:
u=14+(1-q¢a—du=(1-q)da, (4.4)

assim:

[ewfanta= o [t = AR
exp, (a)ac = ul-edu = =
‘ (1-9) (1—Q)<1%q+1>

:7(2iq) =4 C. (4.5)

Finalmente, ao voltar para a variavel «, se obtém:

[emyfa)da= 1+ (1= gale 40 =

— p [1+(1—qg)a]exp,(a)+C. (4.6)

—
[\

|
~—
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Definindo-se a funcao:

iexp, (o) =
chega-se a:

/equ(a)da = iexp,(a) + C, (4.8)

onde deve-se reparar que a fungao iexp, também pode ser escrita como:

2—q

. 1 RS
exp, () = s [14+(1 = @)a] 7, (49)

porém, o que se precisa, de acordo com a Equagao (4.1]), é da integral da fungao

iexp,_,, 0 que se consegue facilmente trocando-se ¢ por 2 — ¢ nas equagoes (A7),
) e (£9).

iexpy_ () = f] 1+ (g — Do expy_,(a) = f] 14(g-Dal™,  (410)

/eXqu(oz)doz = iexpy ,(a) + C. (4.11)

Para resolver a integral na varidvel V' que aparece nas Equagoes (1) e (£2),
é feita uma substitui¢ao simples do tipo u = —V?2/2v3, além de se fazer uso das

Equacoes (2.30) e (411]). O resultado obtido é o seguinte:

v(z)+or (y) M2 o(z) — v, ()2
/ Vexpy_, (— ) dV =iexp,y_, —( ( )2 5 ) +
v(z)—vr(y) vth

_ ieXp27 _ (U(l‘) + vr(y))z ) (412)
a 202,

Impondo na Equacao (4I2) os resultados advindos das aproximagdes de Bethe e

Placzek, como dados pelas Equacgoes (2.37)) e (2.46]), se chega ao seguinte resultado:

v(@)+or(y) MV?2 ' £2
/( : v VeXpQ_q (—m) dV ~ leXp2_q |:—Z ([L‘ — y)2:| (413)
v(z)—vr(y

A funcao iexp, , que aparece na Equagao (4.13) ¢ definida em termos da funcao

exp,_,. Assim, seu argumento também deve respeitar a natureza positiva que deu
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origem ao resultado apresentado na Equacao (LEI]). Deste modo, se tem o seguinte:

£ 2 2 4
14+ (¢—1 (——x—y >0=(r—y) < =—. 4.14
0-1) (-5 —) e I ST
Esta condicao pode ser escrita como:
r—x, <y<z+ux, (4.15)
onde
2
Ty = —F—= (4.16)

Vg—T1
Assim, ao se considerar também a segunda aproximacgao de Bethe e Placzek,

dada pela Equacao (2.38]), os limites de integragao para a varidvel y que aparecem

nas Equacoes (4] e (A2]) sao dados por:
Lint = ¢ — 2, (4.17)

Lewp = = + 2. (4.18)

De posse dos limites de integragao, apds a substituicdo das Equagoes (L13),
(@I7) e (AI8) nas Equacgoes (A1) e (42)), chega-se aos seguintes resultados:

2

T+xq
U, (x,8) mhy(z,8) = %Bq / %yziexpz_q [—%(:p — y)ﬂ dy, (4.19)

2

T+xq
Xe.8) = ule8) = =, [ e, [~ o7 |, @20

onde define-se B, como:

1 1
2mkpT\*? 1 F(‘+—>
U ) _\2 a1 (4.21)

By =4, (D)~ La - 00— D1+

Pode-se chamar estas novas Funcoes de Funcoes de Voigt g-deformadas ou

Fungoes de Voigt com estatistica de Tsallis.

4.2 Resultados

Nesta secao, os resultados obtidos para a Funcao de Alargamento Doppler de
Tsallis 1,(z,€), assim como para a Fungdo do Termo de Interferéncia de Tsallis

Xq(2,€), deduzidos nesta tese, sdo reportados. Sao apresentados resultados tanto
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na forma de tabelas como na forma de graficos. Assim, é possivel fazer uma anélise
quantitativa e também qualitativa dos resultados obtidos. Para avaliar as integrais
nas Equacoes (AI9) e (4.20)), utiliza-se o método de quadratura de Gauss-Legendre
com 15 pontos [66], cujos pontos de Legendre z; utilizados e seus respectivos pesos
encontram-se na Tabela [B.1, no Apéndice [Bl

E amplamente conhecido o fato dos reatores nucleares em operacao atualmente
possuirem seus projetos baseados na distribuicao de Maxwell-Boltzmann. Assim,
para alguma condicao operacional além das bases do projeto, ou em novos projetos
de reatores que possam ser desenvolvidos, pode ser relevante considerar outro tipo de
distribuicao de velocidades, embora nao se espere um grande desvio da distribuicao
maxwelliana. Assim, para estudar a influéncia de algum desvio do comportamento
maxwelliano, o intervalo do caso nao deformado ¢ = 1,0 até ¢ = 1,5, com um
incremento de 0,1, foi o considerado. Nesta faixa de valores, é possivel estudar
a influéncia de se utilizar a distribuicao de Tsallis na descricao do Fenomeno de
Alargamento Doppler.

Nas Tabelas [4.1] a podem ser encontrados, para o intervalo escolhido para
o parametro ¢, os valores para a Funcao de Alargamento Doppler de Tsallis, as-
sim como seus respectivos desvios percentuais em relacao aos valores da Funcao de
Alargamento Doppler usual, mostrados na Tabela 2.1l Tais valores foram calculados
usando as Equagoes (£19) e (B.2). As Figuras[IafHlilustram o comportamento da
Funcao de Alargamento Doppler de Tsallis definida pela Equagao (419 para vérios
valores do parametro ¢, bem como a Funcao de Alargamento Doppler maxwelliana
dada pela Equagao (2.47)), considerando alguns valores para o parametro .

Nas Tabelas a 410, sdo apresentados os resultados para a Funcao do Termo
de Interferéncia de Tsallis e seus respectivos desvios percentuais dos valores da
Funcao do Termo de Interferéncia usual mostrados na Tabela 2.3l Finalmente, nas
Figuras[4.6 a .10 estao representadas a Fungao do Termo de Interferéncia de Tsallis
definido pela Equagao (A20) juntamente com a Funcao de Termo de Interferéncia

maxwelliana, dada pela Equacao (2.48).
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Tabela 4.1: Valores

da Fungao de Alargamento Doppler de Tsallis para ¢ = 1,1 calculados utilizando a Equagao (4.19).

A funcao ¢,(z, ) e seu desvio percentual de ¥(z,§).

=0 ||lz=0,5| z=1 =2 r=4 r=06 r=38 xz =10 =20 x =40
§ || a@ O] % || Ya(@ )| % || val@,8)| % || Ya(@,O)| % || ta(@.&)| % || va(@,8)| % ||va(@.&)| % |[Ya@&)| % ||¢a(@,O)| % || ¢o(z,8)| %
0,05 || 0,04663|8,2 || 0,04662 8,2 || 0,04660(8,2 || 0,04651 |8,2 || 0,04614 8,1 || 0,04552| 8,0 || 0,04467| 7,8 || 0,04361| 7,5 || 0,03558] 5,3 || 0,01526 6,9
0,10 0,090588,0 || 0,09052 8,0 || 0,09034 |8,0 (| 0,08964 |7,9 || 0,08688 |7,6 || 0,08245| 7,1 || 0,07660 | 6,3 || 0,06965 | 5,2 || 0,03084| 6,3 || 0,00135 48,5
0,15/ 0,13202(7,9 || 0,13183|7,9 || 0,13127|7,8 || 0,12904 |7,6 || 0,12048 6,9 || 0,10739| 5,6 || 0,09131 | 3,7 || 0,07398| 1,0 || 0,01242|26,7 || 0,00073 | 8,8
0,20 0,17111|7,7 || 0,17069|7,7 || 0,16943|7,6 || 0,16449|7,3 || 0,14604 6,0 || 0,11962| 3,7 || 0,09025| 0,0 || 0,06266 5,3 || 0,0046235,2 || 0,00068] 2,9
0,25 || 0,20802|7,5 || 0,20724 |7,5 || 0,20492 |7,4 || 0,19589 |6,9 || 0,16346 4,9 || 0,12068| 1,1 || 0,07879| 4,8 || 0,04577|12,9 || 0,00322 18,3 || 0,00066 | 1,5
0,30 0,24287|7,4 || 0,24160 7,3 || 0,23781 |7,1 || 0,22326 |6,5 || 0,17328|3,6 || 0,11349| 1,9 || 0,06322 10,2 || 0,03106 |20,0 || 0,00292| 7,0 || 0,00065 | 0,0
0,35 || 0,27580|7,2 || 0,27389|7,1 || 0,26822(6,9 || 0,24670 6,0 || 0,17649|2,1 || 0,10146| 5,3 || 0,04844 15,4 || 0,02148|23,7 || 0,00278] 3,8 || 0,00064 0,0
0,40 || 0,30694(7,0 || 0,30423 6,9 || 0,29626 |6,7 || 0,26639 |5,5 || 0,17439 |0,5 || 0,08766 | 8,7 || 0,03697 |19,1 || 0,01635 |22,5 || 0,00270| 2,5 || 0,00064 0,0
0,45 || 0,33639(6,9 || 0,332746,8 || 0,32203|6,4| 0,28256 |5,0 || 0,16834|1,3 || 0,07439|11,8 || 0,02925|20,3 || 0,01388|17,7 || 0,00266| 1,5 || 0,00063 1,6
0,50 || 0,36426 6,7 || 0,35952 6,6 || 0,345666,2 || 0,20548 |4,5 || 0,15967|3,0 || 0,06297 |14,3 || 0,02452|18,9 || 0,01266|12,4 || 0,00262| 1,5 || 0,00063| 0,0
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Tabela 4.2: Valores da Fun¢ao de Alargamento Doppler de Tsallis para ¢ = 1,2 calculados utilizando a Equacao (d.19]).

A funcao ¢,(z, ) e seu desvio percentual de ¥(z,§).

z=0 x=0,5 r=1 =2 r=4 r=06 r=28 xz =10 =20 x =40
§ ||va(@ )| % || va(@ &) % || $a(@,0)] % |[va(@,O)| % ||va(@ &) % ||¢a(@8)| % ||¥a@0)| % ||va(@&)| % || ¢a@&)| % | va(=)] %
0,05 || 0,04992|15,9 || 0,04991 15,9 || 0,04988|15,8 || 0,04977|15,8 || 0,04934|15,6 || 0,04862|15,3 || 0,04763(14,9 || 0,04638|14,4 || 0,03702| 9,5 || 0,0138115,7
0,10 0,09680|15,5 || 0,09673|15,4 || 0,09653|15,4 || 0,09571 |15,2{| 0,09248 | 14,6 || 0,08731 |13,4 || 0,08049 |11,7 || 0,07240 | 9,3 || 0,02816 |14,4 || 0,00091 |65,3
0,15 0,14087|15,1 || 0,14065 |15,1 || 0,13999|15,0{| 0,13739 |14,6 || 0,12741 |13,1 || 0,11218 |10,4 || 0,09354 | 6,2 || 0,07362| 0,5 || 0,00858 |49,4 || 0,00071 |11,3
0,20 0,18230|14,7| 0,18181 |14,7| 0,18035 | 14,5 || 0,17458 |13,9 || 0,15312 11,1 || 0,12253| 6,2 || 0,08891| 1,5 || 0,05812(12,1 || 0,00360|49,5 || 0,00067| 4,3
0,25 0,22129|14,4 | 0,22038 |14,3|| 0,21768 |14,1 || 0,20717 13,1 {| 0,16955 | 8,8 || 0,12041| 0,9 || 0,07356|11,1 || 0,03872|26,3 || 0,00302|23,4 || 0,00065 3,0
0,30 0,25798|14,0 || 0,25650|13,9 || 0,25210|13,6 || 0,23519|12,2{| 0,17742| 6,1 || 0,10962| 5,3 || 0,05542 |21,3 || 0,02443 |37,1 || 0,00283 | 9,9 || 0,00064 | 1,5
0,35 0,2025413,7| 0,20032|13,5 || 0,28374 13,1 || 0,25878 |11,2{| 0,17803 | 3,0 || 0,09443 11,9 || 0,04022|29,8 || 0,01705|39,5 || 0,00272| 5,9 || 0,00064 0,0
0,40 | 0,32510|13,4 || 0,32196|13,2| 0,31271 |12,6 || 0,27815 |10,2{| 0,17300| 0,3 || 0,07862 18,1 || 0,03011 34,1 || 0,01400|33,6 || 0,00266| 4,0 || 0,00063 1,6
0,45 || 0,35580 13,0 || 0,35158|12,8 || 0,33917|12,1{| 0,29360 | 9,1 || 0,16404| 3,8 || 0,06472 23,3 || 0,02444 33,4 || 0,01267|24,9 || 0,00263| 2,6 || 0,00063 1,6
0,50 || 0,38476 |12,7 || 0,37927|12,4 || 0,36325 |11,6 || 0,30546 | 8,0 || 0,15279| 7,2 || 0,05392 26,6 || 0,02148|29,0 || 0,01195|17,4 || 0,00260] 2,3 || 0,00063 0,0
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Tabela 4.3: Valores da Fun¢ao de Alargamento Doppler de Tsallis para ¢ = 1, 3 calculados utilizando a Equacao (d.19]).

A funcao ¢,(z, ) e seu desvio percentual de ¥(z,§).

xr =

0

rz=20,5

Tr =

1

Tr =

2

=4

Tr =

6

Tr =

8

r =10

=20

z = 40

Yq(z, )

%

Pq(z,§)

%

Pq(z,§)

%

Pq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(x,8)| %

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

0,05

0,05298

23,0

0,05297

23,0

0,05294

22,9

0,05282

22,9

0,05232

22,6

0,05149

22,1

0,05035

21,5

0,04892 20,6

0,03816

12,9

0,01212

26,1

0,10

0,10260

22,4

0,10252

22,4

0,10228

22,3

0,10134

22,0

0,09763

20,9

0,09169

19,1

0,08386

16,3

0,07460 (12,6

0,02506

23,9

0,00083

68,3

0,15

0,14908

21,8

0,14883

21,8

0,14808

21,6

0,14509

21,0

0,13363

18,6

0,11617

14,3

0,09491

7,8

0,07240| 1,2

0,00584

65,5

0,00069

13,8

0,20

0,19265

21,2

0,19209

21,2

0,19040

20,9

0,18379

19,9

0,15921

15,6

0,12433

7,7

0,08651

42

0,05286 |20,1

0,00329

53,9

0,00066

5,7

0,25

0,23351

20,7

0,23247

20,6

0,22938

20,2

0,21734

18,6

0,17437

11,9

0,11886

0,4

0,06751

18,4

0,03199 (39,1

0,00292

25,9

0,00065

3,0

0,30

0,27185

20,2

0,27016

20,0

0,26512

19,4

0,24578

17,2

0,18006

7,6

0,10453

9,7

0,04770

32,3

0,01953 (49,7

0,00277

11,8

0,00064

15

0,35

0,30785

19,6

0,30530

19,4

0,29778

18,7

0,26929

15,7

0,17792

2,9

0,08666

19,1

0,03338

41,7

0,01472 47,7

0,00269

6,9

0,00064

0,0

0,40

0,34166

19,1

0,33807

18,8

0,32751

17,9

0,28813

14,1

0,16995

2,1

0,06970

27,4

0,02555

44,1

0,01295 (38,6

0,00264

4,7

0,00063

1,6

0,45

0,37343

18,6

0,36861

18,3

0,35447

17,1

0,30268

12,5

0,15827

7,2

0,05626

33,3

0,02186

40,4

0,01208 28,4

0,00261

3,3

0,00063

1,6

0,50

0,40331

18,2

0,39706

17,7

0,37882

16,4

0,31332

10,8

0,14482

12,1

0,04700

36,0

0,02000

33,9

0,01155 (20,1

0,00258

3,0

0,00063

0,0
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Tabela 4.4: Valores da Fun¢ao de Alargamento Doppler de Tsallis para ¢ = 1,4 calculados utilizando a Equacao (d.19]).

A funcao ¢,(z, ) e seu desvio percentual de ¥(z,§).

xr =

0

rz=20,5

Tr =

1

Tr =

2

=4

Tr =

6

Tr =

8

r =10

=20

z = 40

Yq(z, )

%

Pq(z,§)

%

Pq(z,§)

%

Pq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

0,05

0,05587

29,7

0,05586

29,7

0,05583

29,7

0,05568

29,5

0,05511

29,2

0,05418

28,5

0,05288

27,6

0,05125

26,4

0,03905

15,5

0,01029

37,2

0,10

0,10804

28,9

0,10795

28,8

0,10768

28,7

0,10661

28,4

0,10240

26,8

0,09566

24,2

0,08678

20,4

0,07630

15,2

0,02170

34,1

0,00079

69,8

0,15

0,15676

28,1

0,15648

28,0

0,15562

27,8

0,15223

27,0

0,13924

23,6

0,11949

17,6

0,09555

8,5

0,07046

3,8

0,00440

74,0

0,00068

15,0

0,20

0,20230

27,3

0,20166

27,2

0,19975

26,8

0,19226

25,4

0,16445

19,4

0,12521

8,5

0,08327

7,8

0,04720

28,6

0,00314

56,0

0,00066

5,7

0,25

0,24487

26,6

0,24369

26,4

0,24019

25,8

0,22657

23,6

0,17811

14,3

0,11627

2,6

0,06102

26,3

0,02614

50,2

0,00285

27,7

0,00064

4,5

0,30

0,28469

25,8

0,28278

25,6

0,27708

24,8

0,25524

21,7

0,18145

8,5

0,09860

14,8

0,04065

42,3

0,01654

57,4

0,00273

13,1

0,00064

15

0,35

0,32197

25,1

0,31910

24,8

0,31060

23,8

0,27848

19,7

0,17647

2,1

0,07868

26,6

0,02838

50,4

0,01359

51,7

0,00266

8,0

0,00063

1,6

0,40

0,35687

24,4

0,35283

24,0

0,34092

22,7

0,29663

17,5

0,16564

4,6

0,06156

35,9

0,02293

49,8

0,01237

41,4

0,00262

5,4

0,00063

1,6

0,45

0,38958

23,8

0,38415

23,3

0,36823

21,7

0,31012

15,2

0,15151

11,1

0,04956

41,3

0,02048

44,2

0,01171

30,6

0,00259

4,1

0,00063

1,6

0,50

0,42024

23,1

0,41320

22,5

0,39271

20,6

0,31943

12,9

0,13636

17,2

0,04228

42,4

0,01914

36,7

0,01129

21,9

0,00257

3,4

0,00063

0,0
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Tabela 4.5: Valores da Fun¢ao de Alargamento Doppler de Tsallis para ¢ = 1,5 calculados utilizando a Equacao (d.19]).

A funcao ¢,(z, ) e seu desvio percentual de ¥(z,§).

xr =

0

rz=20,5

Tr =

1

Tr =

2

Tr =

4

Tr =

6

Tr =

8

r =10

=20

z = 40

Yq(z, )

%

Pq(z,§)

%

Pq(z,§)

%

Pq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

Yq(x,8)| %

Yq(z,§)

%

Yq(z,§)

%

0,05

0,05861

36,0

0,05860

36,0

0,05856

36,0

0,05840

35,9

0,05776

35,4

0,05670

34,5

0,05525

33,3

0,05341 (31,7

0,03972

17,5

0,00840

48,7

0,10

0,11317

35,0

0,11307

34,9

0,11277

34,8

0,11156

34,3

0,10683

32,3

0,09927

28,9

0,08932

23,9

0,07758|17,1

0,01824

44,6

0,00076

71,0

0,15

0,16399

34,0

0,16367

33,9

0,16271

33,6

0,15891

32,5

0,14434

28,1

0,12223

20,2

0,09556

8,5

0,06792| 7,3

0,00384

77,3

0,00068

15,0

0,20

0,21134

33,0

0,21062

32,8

0,20848

32,4

0,20008

30,5

0,16896

22,6

0,12530

8,6

0,07936

12,1

0,04144 (37,3

0,00304

57,4

0,00065

7,1

0,25

0,25548

32,1

0,25417

31,8

0,25024

31,1

0,23499

28,2

0,18093

16,1

0,11283

5,5

0,05444

34,2

0,02158 (58,9

0,00280

28,9

0,00064

4,5

0,30

0,29666

31,1

0,29451

30,8

0,28814

29,8

0,26373

25,8

0,18177

8,7

0,09214

20,4

0,03472
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Tabela 4.6: Valores da Fungao do Termo de Interferéncia de Tsallis para ¢ = 1, 1 calculados de acordo com a Equacao (4.20).

A funcao y,(z, &) e seu desvio percentual de x(z,&).

xr=0 || x=0,5 r=1 r =2 r=4 r=06 r =28 x =10 r=20 || z =40
i Xq(z,8)| % || xq(x,8)| % || xq(z,8)| % || xa(z,8)| % || Xq(x,€)| % || Xq(@,E)| % || Xq(@,8)| % || xa(@,8)] % || Xa(x,8)| % || Xa(z,8)| %
0,05 || 0,00000{0,0 || 0,00137|14,2 || 0,00275 15,1 || 0,00548|14,6 || 0,01091 | 14,7 || 0,01623|14,8 || 0,02138 |14,6 || 0,02631 14,5 || 0,04634(13,7 || 0,05696 |9,1
0,10 || 0,00000{0,0 || 0,00525 | 14,6 || 0,01048|14,5 || 0,02086|14,6 || 0,04089 14,4 || 0,05932(14,3 || 0,07548 |13,9 || 0,08889[13,5 || 0,11042| 9,0 || 0,05752 3,4
0,15 || 0,00000{0,0 || 0,01129|14,5 || 0,02251 14,4 || 0,04452(14,3 || 0,08519|14,0 || 0,11874(13,5 || 0,14304 |12,7 || 0,15728|11,6 || 0,12401| 1,5 || 0,05252 1,7
0,20 || 0,00000{0,0 || 0,01919|14,2 || 0,03818|14,2 || 0,07491| 14,1 || 0,13871|13,5 || 0,18335(12,5 || 0,20567 |11,0 || 0,20764 8,8 || 0,11413| 2,9 || 0,05131 0,8
0,25 || 0,00000{0,0 || 0,02867 |14,0 || 0,05692(14,0 || 0,11051|13,8 || 0,19657 12,9 || 0,24368(11,2 || 0,25174| 8,7 || 0,23215 5,3 || 0,10762| 2,6 || 0,05080[0,5
0,30 || 0,00000{0,0 || 0,03950{13,8 || 0,07818 |13,7 || 0,14997|13,5 || 0,25448 | 12,1 || 0,29339( 9,6 || 0,27802 6,0 || 0,23645| 1,9 || 0,10479| 1,6 || 0,05054|0,3
0,35 || 0,00000{0,0 || 0,05146 |13,6 || 0,10149|13,5 || 0,19200|13,1 || 0,30904|11,3 || 0,32967| 7,9 || 0,28776| 3,3 || 0,23085| 0,6 || 0,10330| 1,0 || 0,05038 |0,2
0,40 || 0,00000{0,0 || 0,06435 |13,4 || 0,12641|13,3 || 0,23551|12,7 || 0,35783|10,3 || 0,35268| 6,0 || 0,28705| 1,0 || 0,22323| 2,0 || 0,10240| 0,7 || 0,05029 [0,2
0,45 [ 0,00000{0,0 || 0,07800|13,2 || 0,15257[13,0 || 0,27951|12,3 || 0,39945 | 9,2 || 0,36459| 4,1 || 0,28161| 0,7 || 0,21701| 2,3 || 0,10181{ 0,6 || 0,05022 |0,1
0,50 || 0,00000[0,0 || 0,09225 |13,0 || 0,17963|12,8 || 0,32320(11,9 || 0,43333| 8,1 || 0,36846| 2,4 || 0,27522| 1,6 || 0,21265| 2,1 || 0,10140{ 0,4 || 0,05017 |0,1
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a Equagao (4.20)).

Tabela 4.7: Valores da Funcao do Termo de Interferéncia de Tsallis para ¢ = 1,2 calculados de acordo com
A funcao y,(z, &) e seu desvio percentual de x(z,&).

r=0 || x=0,5 r=1 r =2 r=4 r=06 r =28 x =10 x =20 x =40
i Xq(@,8)| % || xq(2,€)| % || xa(2,8)| % || xq(2,8)| % || Xa(2,6)| % || Xa(2,8)| % || Xa(2;©)| % || Xa(2,)| % || Xa(2;8)| % || Xalz;E)| %
0,05 || 0,00000(0,0 || 0,00155 29,2 || 0,00310{29,7 || 0,00619[29,5 || 0,01231[29,4 || 0,01830{29,4 || 0,02409|29,2 || 0,02963|29,0 || 0,05178|27,0 || 0,06086 | 16,6
0,10 || 0,00000|0,0 || 0,00591 29,0 || 0,01181 |29,1 || 0,02350|29,0 || 0,04601 |28,8 || 0,06661 |28,3 || 0,08452 |27,6 || 0,09914 26,6 || 0,11789|16,4 || 0,05560 | 6,7
0,15 || 0,00000 (0,0 || 0,01270 |28,8 || 0,02532 |28,7 || 0,05005 |28,5 || 0,09550 |27,8 || 0,13249 26,7 || 0,15842 24,8 || 0,17233|22,3 || 0,12282| 0,5 || 0,05203 | 2,6
0,20 || 0,00000 (0,0 || 0,02154 28,2 || 0,04287[28,2 || 0,08400|27,9 || 0,15480[26,7 || 0,20272|24,4 || 0,22403|20,9 || 0,22131|15,9 || 0,11073| 5,8 || 0,05107] 1,2
0,25 || 0,00000 (0,0 || 0,03214 |27,8 || 0,06378 |27,7 || 0,12361 |27,2 || 0,21812|25,3 || 0,26618 |21,5 || 0,26810|15,7 || 0,23903 | 8,4 || 0,10593| 4,2 || 0,05066 | 0,7
0,30 || 0,00000 (0,0 || 0,04421 |27,4 || 0,08743 |27,2 || 0,16727|26,5 || 0,28044 |23,6 || 0,31567 18,0 || 0,28838[10,0 || 0,23579| 1,6 || 0,10381 2,5 || 0,05044 ] 0,5
0,35 || 0,00000 (0,0 || 0,05748 26,9 || 0,11327[26,7 || 0,21351 [25,8 || 0,33784[21,6 || 0,34853|14,0 || 0,20091 | 4,5 || 0,22611 2,7 || 0,10264| 1,7 || 0,05031 0,4
0,40 || 0,00000 (0,0 || 0,07176 26,5 || 0,14080 |26,2 || 0,26103 |25,0 || 0,38762|19,5 || 0,36596 | 9,9 || 0,28461| 0,1 || 0,21812 4,3 || 0,10192 1,2 || 0,05023 0,3
0,45 (| 0,00000 (0,0 || 0,08682 (26,0 || 0,16959 25,6 || 0,30873|24,1 || 0,42836[17,2 || 0,37163| 6,1 || 0,27649| 2,5 || 0,21298| 4,2 || 0,10145| 0,9 || 0,05018] 0,2
0,50 || 0,00000(0,0 || 0,10251 [25,5 || 0,19923|25,1 || 0,35565 | 23,2 || 0,45974[14,7 || 0,36998| 2,8 || 0,26977] 3,6 || 0,20965| 3,5 || 0,10111 0,7 || 0,05014] 0,2
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a Equagao (4.20)).

Tabela 4.8: Valores da Funcao do Termo de Interferéncia de Tsallis para ¢ = 1,3 calculados de acordo com
A funcao y,(z, &) e seu desvio percentual de x(z,&).

r=0 || x=0,5 r=1 r =2 r=4 r=06 r =28 x =10 x =20 x =40
i Xq(@,8)| % || xq(2,€)| % || xa(2,8)| % || xq(2,8)| % || Xa(2,6)| % || Xa(2,8)| % || Xa(2;©)| % || Xa(2,)| % || Xa(2;8)| % || Xalz;E)| %
0,05 || 0,00000 (0,0 || 0,00173 44,2 || 0,00345 |44,4 || 0,00689 [44,1 || 0,01370 44,1 || 0,02036 44,0 || 0,02679|43,6 || 0,03293|43,4 || 0,05707|40,0 || 0,06390|22,4
0,10 || 0,00000|0,0 || 0,00658 |43,7 || 0,01313 |43,5 || 0,02612 |43,4 || 0,05108 |43,0 || 0,07381 [42,2 || 0,09339[40,9 || 0,10909 39,3 || 0,12371 22,1 || 0,05444 | 8,6
0,15 || 0,00000|0,0 || 0,01409 |42,9 || 0,02810 42,8 || 0,05551 |42,6 || 0,10565 |41,4 || 0,14586 39,4 || 0,17306 36,4 || 0,18610 (32,0 || 0,11966 | 2,1 || 0,05170| 3,2
0,20 || 0,00000 (0,0 || 0,02388 [42,1 || 0,04750 [42,0 || 0,09296 |41,6 || 0,17045[39,5 || 0,22109|35,7 || 0,24044|29,7 || 0,23198|21,5 || 0,10853| 7,7 || 0,05090| 1,5
0,25 || 0,00000 (0,0 || 0,03556 |41,4 || 0,07053 |41,2 || 0,13645 |40,5 || 0,23879|37,1 || 0,28661 30,8 || 0,28088|21,2 || 0,24159| 9,6 || 0,10488| 5,1 || 0,05056 | 0,9
0,30 || 0,00000|0,0 || 0,04882 |40,7 || 0,09651 |40,4 || 0,18412 39,3 || 0,30485 |34,3 || 0,33447 (25,0 || 0,29388[12,1 || 0,23185| 0,1 || 0,10316 3,1 || 0,05037] 0,6
0,35 || 0,00000 (0,0 || 0,06338 (39,9 || 0,12478 39,6 || 0,23431 38,0 || 0,36418|31,1 || 0,36251|18,6 || 0,28943| 3,9 || 0,22105| 4,9 || 0,10219] 2,1 || 0,05026| 0,5
0,40 || 0,00000|0,0 || 0,07898 39,2 || 0,15480 |38,7 || 0,28552 |36,7 || 0,41388|27,6 || 0,37347[12,2 || 0,27960| 1,6 || 0,21440 5,9 || 0,10159| 1,5 || 0,05019] 0,4
0,45 || 0,00000 (0,0 || 0,09540 (38,5 || 0,18605 37,8 || 0,33650|35,2 || 0,45261[23,8 || 0,37301| 6,5 || 0,27130| 4,3 || 0,21037| 5,3 || 0,10119| 1,2 || 0,05015| 0,3
0,50 || 0,00000(0,0 || 0,11243 (37,7 || 0,21811[36,9 || 0,38620 |33,7 || 0,48043[19,9 || 0,36709| 2,0 || 0,26560 5,1 || 0,20771| 4,4 || 0,10091| 0,9 || 0,05011] 0,2
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Tabela 4.9:

Valores da Funcao do Termo de Interferéncia de Tsallis para ¢ = 1,4 calculados de acordo com

a Equagao (4.20)).

A funcao y,(z, &) e seu desvio percentual de x(z,&).

r=0 || x=0,5 r=1 r =2 r=4 r=06 r =28 x =10 x =20 x =40
i Xq(@,8)| % || xq(@,8)| % || xq(x,8)| % || xq(z,:8)| % || Xxa(x,8)| % || Xq(x,E)| % || Xq(@,E)| % || Xq(=,8)| % || Xa(@,8)| % || xa(@,8)| %
0,05 || 0,00000{0,0 || 0,00190 |58,3 || 0,00380{59,0 || 0,00759|58,8 || 0,01509|58,7 || 0,02242(58,6 || 0,02048 |58,1 || 0,03619 57,6 || 0,06222|52,6 || 0,06607 | 26,5
0,10/ 0,00000{0,0 || 0,00723|57,9 || 0,01444 |57,8 || 0,02872|57,7 || 0,05611|57,0 || 0,08092|55,9 || 0,10208 |54,1 || 0,11873|51,6 || 0,12788|26,2 || 0,05372| 9,8
0,15 0,00000[0,0 || 0,01548|57,0 || 0,03086 |56,8 || 0,06092|56,4 || 0,11564 54,8 || 0,15885|51,9 || 0,18695 |47,3 || 0,19859 40,9 || 0,11595 | 5,1 || 0,05146] 3,7
0,20 || 0,00000{0,0 || 0,02618 |55,8 || 0,05207|55,7 || 0,10178(55,0 || 0,18569|52,0 || 0,23844 46,3 || 0,25492 |37,5 || 0,23972(25,6 || 0,10713| 8,9 || 0,05078 | 1,8
0,25 || 0,00000{0,0 || 0,03893|54,8 || 0,07718 |54,5 || 0,14903 |53,4 || 0,25859 48,5 || 0,30499(39,2 || 0,20019 |25,2 || 0,24058 | 9,1 || 0,10414] 5,8 || 0,05048] 1,1
0,30 0,00000[0,0 || 0,05336|53,7 || 0,10540 |53, || 0,20054 |51,7 || 0,32774|44,4 || 0,34991{30,8 || 0,20519 12,6 || 0,22681 | 2,2 || 0,10269 3,6 || 0,05032] 0,7
0,35 || 0,00000{0,0 || 0,06915 |52,7 || 0,13602|52,1 || 0,25443(49,9 || 0,38815 |39,8 || 0,37198|21,7|| 0,28519| 2,4 || 0,21724| 6,5 || 0,10187| 2,4 || 0,05023| 0,5
0,40 0,00000{0,0 || 0,08603|51,6 || 0,16841 |50,9 || 0,30902|47,9 || 0,43676|34,6 || 0,37618|13,0 || 0,27455 | 3,4 || 0,21187| 7,0 || 0,10135| 1,8 || 0,05017| 0,4
0,45 || 0,00000{0,0 || 0,10373 |50,6 || 0,20200[49,7 || 0,36291|45,9 || 0,47248|29,2 || 0,37060| 5,8 || 0,26738| 5,7 || 0,20856| 6,2 || 0,10101| 1,3 || 0,05012| 0,3
0,50 || 0,00000{0,0 || 0,12205 |49,5 || 0,23631|48,4 || 0,41494(43,7 || 0,49593|23,7 || 0,36239| 0,7 || 0,26268| 6,1 || 0,20634 5,0 || 0,10076| 1,1 || 0,05009| 0,3
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Tabela 4.10: Valores da Funcao do Termo de Interferéncia de Tsallis para ¢ = 1,5 calculados de acordo com a Equacao (4.20).
A funcao y,(z, &) e seu desvio percentual de x(z,&).

r=0 || x=0,5 r=1 r =2 r=4 r=06 r =28 x =10 x =20 x =40
i Xq(@,8)| % || xq(2,€)| % || xa(2,8)| % || xq(2,8)| % || Xa(2,6)| % || Xa(2,8)| % || Xa(2;©)| % || Xa(2,)| % || Xa(2;8)| % || Xalz;E)| %
0,05 || 0,00000 (0,0 || 0,00208 73,3 || 0,00415 |73,6 || 0,00829 73,4 || 0,01648|73,3 || 0,02446|73,0 || 0,03215|72,4 || 0,03944|71,7 || 0,06723|64,9 || 0,06736|29,0
0,10 || 0,00000|0,0 || 0,00789 |72,3 || 0,01575 |72,1 || 0,03131|71,9 || 0,06110|71,0 || 0,08794 (69,4 || 0,11059 66,9 || 0,12807 63,5 || 0,13042|28,7 || 0,05321 |10,7
0,15 || 0,00000|0,0 || 0,01685 |70,9 || 0,03359 |70,7 || 0,06628 |70,2 || 0,12546 |68,0 || 0,17147 63,9 || 0,20010 57,7 || 0,20979 [48,8 || 0,11312 7,4 || 0,05128 4,0
0,20 || 0,00000 (0,0 || 0,02846 69,4 || 0,05658 69,2 || 0,11048 68,2 || 0,20051 [64,1 || 0,25480 56,4 || 0,26748 44,3 || 0,24464 (28,1 || 0,10613| 9,7 || 0,05069| 2,0
0,25 || 0,00000 (0,0 || 0,04225 |68,0 || 0,08373|67,7 || 0,16136 |66,1 || 0,27755 |59,4 || 0,32135 |46,7 || 0,29624 [27,9 || 0,23707| 7,5 || 0,10359 6,3 || 0,05042| 1,2
0,30 || 0,00000 (0,0 || 0,05782 |66,6 || 0,11413 |66,1 || 0,21654 |63,8 || 0,34914 |53,8 || 0,36212 (35,3 || 0,29330[11,8 || 0,22247| 4,1 || 0,10234| 3,9 || 0,05028] 0,8
0,35 || 0,00000 (0,0 || 0,07481 (65,2 || 0,14701 [64,4 || 0,27389[61,3 || 0,40980 47,6 || 0,37742|23,5 || 0,28024 0,6 || 0,21453| 7,7 || 0,10162 2,7 || 0,05020| 0,6
0,40 || 0,00000|0,0 || 0,09291 |63,7 || 0,18165 |62,8 || 0,33156 |58,7 || 0,45641 |40,7 || 0,37528 12,7 || 0,27056 | 4,8 || 0,21004| 7,8 || 0,10117[ 1,9 || 0,05014] 0,5
0,45 || 0,00000(0,0 || 0,11184 (62,3 || 0,21745 61,1 || 0,38800[55,9 || 0,48828|33,5 || 0,36640| 4,6 || 0,26452 6,7 || 0,20722| 6,8 || 0,10086| 1,5 || 0,05011] 0,3
0,50 || 0,00000(0,0 || 0,13137 (60,9 || 0,25386 [59,4 || 0,44195 |53,1 || 0,50683|26,5 || 0,35778| 0,6 || 0,26053| 6,9 || 0,20531| 5,5 || 0,10065| 1,2 || 0,05008| 0,3
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Figura 4.8: Comportamento da Fungao do Termo de Interferéncia de Tsallis variando
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Este capitulo aborda as consequéncias de se considerar o movimento aleatorio
dos nucleos alvo como dado pela distribuicao nao extensiva de Tsallis no estudo
do Fenomeno de Alargamento Doppler. Neste contexto, novas Fungoes de Voigt
deformadas batizadas como Funcao de Alargamento Doppler de Tsallis ¢,(z, &) e
Func¢ao do Termo de Interferéncia de Tsallis x,(x, ), definidas pelas Equagoes (£.19)
e (420) sao obtidas. Estas fungbes dependem de um parametro de deformagao g,
e quando o limite de ¢ — 1 é tomado, se obtém como resultado as Funcoes de
Voigt usuais, dadas pelas Equagoes (2Z47) e (24]]). Estas novas expressoes, que
apresentam em sua forma integrais que, como no caso maxwelliano, nao possuem
solucoes analiticas, foram avaliadas utilizando o método da quadratura de Gauss-
Legendre, método numérico amplamente utilizado e bem estabelecido na literatura.

Analisando os graficos apresentados, é possivel perceber que, para uma dada
ressonancia, se o parametro £ é mantido constante, o Efeito de Alargamento Doppler
¢ deformado e depende do parametro ¢, e também é possivel notar que, a medida
que q aumenta, o fendmeno de Alargamento Doppler é atenuado, isto é, o parametro
de deformacao g suaviza o Efeito de Alargamento Doppler. A mudanca de perfil
para a Funcao de Alargamento Doppler pode afetar tanto a absorgao ressonante
quanto o espalhamento ressonante e, neste caso, o Termo de Interferéncia torna-se
relevante. Também pode-se perceber, analisando as Equagoes (2.28)) e (2.35), que
a metodologia utilizada se aplica a qualquer distribuicao isotrépica de velocidades,

como a de Kaniadakis, por exemplo, que é tratada no capitulo [Bl
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Capitulo 5

Fenomeno de Alargamento

Doppler com Estatistica de

Kaniadakis

Fachada do Politecnico di Torino, localizado em Turim, Italia

Imagem extraida de http://www.studyintorino.it.  Acesso em 30 de abr de
2019.
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5.1 Expressao geral da Funcao de Alargamento
Doppler e da Funcao do Termo de Inter-

feréncia com estatistica de Kaniadakis

Considera-se, agora, nicleos alvo cujas velocidades obedecem a distribuicao de
Kaniadakis, definida pelas Equagoes (L106), (L.9]) e (I.97) para o caso onde n =
3. Segue-se, basicamente, os mesmos passos do capitulo Como tal distribuicao
é isotrdpica, sua formulacdo matematica preserva a propriedade de paridade na

varidvel V', e as Equagoes (2.28)) e (2.35) podem ser utilizadas. Assim, tem-se que:

/2k T feo o et MV?
U (r,8)=m LA A& > Vexp,, <— ) dVdy. (5.1)
—2E,/T 1+ Y= Jo@)—vr(y) 2k:B,-Z—‘

/2k T ve)tor(y) MV?
Xe(z, &) =27 B Hf/ Vexp, (— ) dVdy. (5.2)
28, /T 1+y2 + Y% Jo@)—vr () 2kpT

Com o resultado apresentado nas Equagoes (B.1)) e (5.2)), fica evidente a necessi-

dade de determinar a integral da fungao exp,:

I{

/ exp,(@)da = / (Via?+1 +m) da. (5.3)

Inicialmente, faz-se a seguinte substituicao trigonométrica:

1
ko = tanf — da = — sec? 0d0), (5.4)
K

e se obtém o resultado abaixo:
1
/expn(oz)da = — / (sec§ + tan 6)"/" sec® 6 db. (5.5)
K

Neste ponto, faz-se a chamada substitui¢ao do arco-metade [48]:

o (?). -

2
tanf = 1 _z 5 (5.7)
1
secl = 7 i_z (5.8)
2dz
do 2 (5.9)



Com a substituigao das Equagoes (B.7)), (5.8) e (59) na Equagao (5.5]), obtém-se:

/ ()4 1/‘1+z2+ 22 1Y% /14 22\? 2dz
ex a)ao = — =
Pr 1—22  1—22 1— 22 14 22

1+z ]W[ (1+ 22)? ] dz
1+% [(1+2)(1—2)]%] 1+ 22
) 2] -

) 1<1+ T sz] =

) _<1( = )<1_+2z2>2] =

1—
14 ) 1_zz)+
—%/ (ii) T (510)

A primeira integral que aparece na Equagao (B5.I0) resolve-se por meio de uma

substituicao simples, do tipo:

1 2d
w= -2 = 2 (5.11)
1—2 (1—2)?
e se obtém:
1+2\""  dz 1 1 raw'/wH
== M = ———— + O =
/(1—2) (=2 2/” TS
K 142 1kt
= C. 5.12
2(/£+1)<1—z> * (5.12)

Ja a outra integral que aparece na Equagao (5.10), resolve-se fazendo uma inte-

gracao por partes, do seguinte modo:

J 1+2 Vs s N K 1+2 /n+1
V= _— _— v =
11—z (1—2) 2k + 1) \1 -2

u= Tjduzidz, (5.13)
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onde foi utilizada a Equacao (5.12]). Com a integragao por partes, se obtém:

/ 14 2\"" zdz K 1+ 2\ z N
1—2 (1—2)2(1+2)2 2k+1) | \1—2 (1+ 2)2
14\ 1,
— — —— | dzp. 5.14
[GE) [l o
A integral que resta na Equagao (5.14]) resolve-se como segue:
/ 1+ 2\ T 1—2 7 (1—2)?
dz =
1—=2 (14+2)3] (1—2)2
_/ 142 1/k+1 142 -3 dz B
B 1—=z 1—=2 (1—2)2

-/ Gi)/ T 519

ja o resultado da Equacao (B.IH]) resolve-se com a substitui¢do apresentada na

Equagao (5.11)):
/ Lo\ 1,
ST =
11—z (1+2)3
1
2

1/k—1
== (Hz) +C. (5.16)

Agora, com a substituicdo da Equacao (5.16) na (5.14]), chega-se ao seguinte:

/ 1+ 2\ " zdz B K 142 UKX
1—=z (1-2)2(14+2)2 2k+1)\1—-z
z K 1—=2
C 5.17
A wmm )re e
e, substituindo as Equagoes (5.12) e (5.17) na Equagao (5.10), chega-se a:
1 (1+2\""
/expﬁ(a)da: P <1i_'z) X

A6 - () - (D) ) e
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Na Equacao (B.I8)), escreve-se a expressao entre colchetes como uma tnica fragao:

1 [14+2\"
da = X
/expn(oz) Tk (l—z)

y {(1 +2)2(k—1)—22(k — 1) — k(1 — 2)2]
(1—-22)(k—1)

1 (1+z)1/nx {[(1+2)2—221(5—1)—“@—2)2}:

T k+l\1-z (1—-22)(k—1)
1

() b)) e

O termo em colchetes na Equagao (5.19), com a substituigao das Equagoes (5.7))

e (B.8), fica:
2 1— 22
/{(é) - (1_;) = ktanf — secd, (5.20)

e 0 termo restante em z, também com uso das Equagoes (5.7) e (5.8) fica:

142z (1422 1422422 142 2z

1—2z (1+2)(1-2) 1 — 22 _1—z2+1—z2

=secf + tanf. (5.21)

A substituicao das Equagoes (5.20) e (5.21]) na Equagao (5.19) resulta em:

tanf — secd
/expm(a)da = (M) (secd + tan O)F + C =

k2 —1
¢ 0 _ /i 29 1 1/k
_ (/{ an 2\/21117+>(m4rtan9> +C. (5.22)
K2 _

Finalmente, com a substituicdo da Equagao (5.4) na Equagao (5.22), chega-se

ao seguinte resultado:

/expﬁ(a)da = (HQO[ —Vrtat 1)(\/m + /@2(1) l/j C. (5.23)

k2 —1

Com uso da Equagao (L98)), a Equagao (5.23]) pode ser escrita da seguinte forma:

/ </<;2a — VK2 +1
exp, (a)da =

PO ) exp,(a) + C = iexp, () + C, (5.24)

onde define-se a funcao iexp, pela expressao:

(5.25)

K2 —1

fexp, (@) = ("2“ Ll 1) exp, (a).
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O limite k — 0, levando em conta a Equacao (LI33), torna-se trivial:

lim iexp, () = e*. (5.26)
Kk—0
Apés uma substituigao simples do tipo u = —V?/2v2, a integral na varidvel V

que aparece nas Equagoes (5.1]) e (52) fica:

v(z)+or (y) MV2 — 2
/ Vexp, (— ) dV =iexp, {— (v(z) = v (y)) } +

(2)—vr (4) 2kpT 20,

(v(z) + v (y))?

2
2vy,

— iexp, {— } av.  (5.27)

Assim, substituindo a Equacao (5.27) nas Equacoes (B.I) e (B.2) se obtém, res-

pectivamente:

¥,(2,) = 3 =B, :/ﬁ{xp[ ) ity ).
—ieXpH[ (vl ;;:L ]}dy, (5.28)

Xﬁ(x,é)z%Bﬁ _::/rlfyz {iexpm [_(v(x)z—v;:(y)q N
iexp, {_@(x);;;:(y))z]}dy’ (5.29)

que podem ser chamadas de Funcdo de Alargamento Doppler de Kaniadakis e
Fungao do Termo de Interferéncia de Kaniadakis. A constante B, que aparece nas
Equagoes (5.28)) e (5.29) é definida com auxilio da Equacao (LI06]), do seguinte

modo:

oo () e (0 ) M

Com as Equagoes (L129) e (5.26]), percebe-se facilmente que no limite £ — 0, as

Equagoes (5.28) e (5.29) reproduzem as Equagoes (2.29) e (2.36]).

5.2 Funcoes de Voigt com estatistica de

Kaniadakis

Nesta secao, sao obtidas as expressoes para a Funcao de Alargamento Doppler

e a Funcao do Termo de Interferéncia de Kaniadakis considerando as aproximacgoes
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de Bethe e Placzek. Pode-se chamar estas novas Funcoes de Funcoes de Voigt k-
deformadas ou Fungoes de Voigt com estatistica de Kaniadakis. A primeira das
aproximagoes, apresentada pela Equagao (2.37)), consiste em desprezar o segundo
termo que aparece nas Equacoes (528)) e (5:29). A segunda delas, apresentada na
Equacao (Z:38), estende o limite de integragdo para —oo e a terceira, dada pela
Equagao (2:39), pode ser aplicada usando a Equagao (2:46]) no argumento da iexp,
que resta nas Equacoes (0.28) e (5.29). Apds estes procedimentos, chega-se aos

seguintes resultados:

+o00 2

U, (z,8) = e(n,€) = %Bﬁ/ . ijiGXpH [—%(:p — y)Q} dy, (5.31)
+oo 2

Xo(z,8) = xu(z,6) = %BH/ 1 Eyziexpm {—%(x — y)z} dy. (5.32)

5.3 Resultados

Nesta secao os resultados obtidos para a Fungao de Alargamento Doppler de
Kaniadakis, ¥(z,£) assim como para a Fungdo do Termo de Interferéncia de
Kaniadakis y,(z, &) deduzidos nesta tese sdo reportados. Sao apresentados resulta-
dos tanto na forma de tabelas como na forma de graficos. Assim, é possivel fazer
uma analise quantitativa e também qualitativa dos resultados obtidos. Para ava-
liar as integrais nas Equagoes (5.31)) e (5.32), utiliza-se o método de quadratura de
Gauss-Legendre [66], cujos pontos de Legendre x; utilizados e seus respectivos pesos
encontram-se na Tabela [B.1] localizada no Apéndice Bl

O parametro de deformagao x esta sujeito a condi¢do 0 < k < 2/n. Assim, para
estudar a influéncia de algum desvio do comportamento maxwelliano, o intervalo do
caso nao deformado k = 0 até k = 0, 5, com um incremento de 0, 1 foi o considerado.
Nesta faixa de valores é possivel estudar a influéncia de se utilizar a distribuicao de
Kaniadakis no Fenomeno de Alargamento Doppler.

Nas Tabelas (5.1 a podem ser encontrados, no intervalo escolhido para o
parametro x, os valores para a Funcao de Alargamento Doppler de Kaniadakis, as-
sim como seus respectivos desvios dos valores da Funcao de Alargamento Doppler
usual mostrados na Tabela 2.1 Estes valores foram calculados usando as Equacoes
(E31) e (B.2). As Figurasb.I aBHilustram o comportamento da Funcao de Alarga-
mento Doppler de Kaniadakis definida pela Equagao (5.31)) para diferentes valores
do parametro x, bem como a Funcao de Alargamento Doppler maxwelliana dada
pela Equagao (2.47) considerando diversos valores para o parametro £.

Nas Tabelas a[b.10, sdo apresentados os resultados para a Funcao do Termo

de Interferéncia de Kaniadakis e seus respectivos desvios percentuais relativos aos
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valores da Funcao do Termo de Interferéncia usual mostrados na Tabela 2.3l Final-
mente, nas Figuras[B.6laBb. 10 estao representadas a Funcao do Termo de Interferéncia
de Kaniadakis definido pela Equagao (5.32]), juntamente com a Funcao de Termo de

Interferéncia maxwelliana, dada pela Equacao (2:45).
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Tabela 5.1: Valores da Fungao de Alargamento Doppler de Kaniadakis para x = 0,1 calculados de acordo com a Equagao (5.31)).

A fungao ¢, (z, ) e seu desvio percentual de ¢ (x,&).

=0

z =0,

5

r=1

xr =2

r=4

r=26

r =28

z =10

x =20

T =40

0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45

0,50

P (2, )

%

i (z,§)

%

Yi(z, )

%

Vi (z, )

%

i (2, )

%

i (z, )

%

Yi(z, )

%

Y (z, )

%

i (2, )

%

i (z,§)

%

0,04258

1,2

0,04257

1,2

0,04255

1,2

0,04248

1,2

0,04217

1,2

0,04167

1,2

0,04097

1,2

0,04010

1,1

0,03349

0,9

0,01645

0,4

0,08286

1,2

0,08281

1,2

0,08267

1,2

0,08209

1,2

0,07982

1,1

0,07618

1,1

0,07136

1,0

0,06563

0,9

0,03302

0,3

0,00296

13,0

0,12099

1,1

0,12084

1,1

0,12037

1,1

0,11854

1,1

0,11149

1,1

0,10070

0,9

0,08739

0,7

0,07294

0,5

0,01760

3,8

0,00085

6,2

0,15710

1,1

0,15676

1,1

0,15572

1,1

0,15165

1,1

0,13644

1,0

0,11455

0,7

0,08996

0,3

0,06632

0,3

0,00776

8,8

0,00070

0,0

0,19133

1,1

0,19068

1,1

0,18877

1,1

0,18132

1,1

0,15451

0,9

0,11879

0,5

0,08296

0,2

0,05326

1,4

0,00427

8,4

0,00067

0,0

0,22377

1,1

0,22272

1,1

0,21960

1,1

0,20758

1,0

0,16609

0,7

0,11558

0,1

0,07114

1,0

0,03992

2,9

0,00326

3,8

0,00065

0,0

0,25455

1,1

0,25297

1,1

0,24829

1,0

0,23048

1,0

0,17193

0,5

0,10748

0,3

0,05839

2,0

0,02938

43

0,00294

1,7

0,00065

1,6

0,28377

1,1

0,28153

1,0

0,27493

1,0

0,25016

0,9

0,17297

0,4

0,09686

0,9

0,04705

3,0

0,02221

5,3

0,00280

1,1

0,00064

0,0

0,31151

1,0

0,30849

1,0

0,29961

1,0

0,26681

0,8

0,17026

0,2

0,08560

1,4

0,03810

3,8

0,01775

5,2

0,00272

0,7

0,00064

0,0

0,33788

1,0

0,33394

1,0

0,32244

1,0

0,28062

0,8

0,16483

0,1

0,07494

2,0

0,03155

43

0,01510

44

0,00267

0,4

0,00063

0,0
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Tabela 5.2: Valores da Funcao de Alargamento Doppler de Kaniadakis para x = 0,2 calculados de acordo com a Equagao (5.31]).

A fungao ¢, (z, ) e seu desvio percentual de ¢ (x,&).
xr=0 ||lz=0,5] =1 r =2 r=4 r=06 r=2_8 x =10 x =20 x =40
§ || vn(@, )| % || n(@,©)| % || ¥n(z, )| % || Un(@,©)| % || ¥n(z, )| % ||n(@.&)| % || Yn(z,6)| % ||vn(@ )| % ||¥n(@.&)| % ||¢ulx,&)| %
0,05 || 0,04098 4,9 || 0,04097 |4,9 || 0,04095 |4,9 || 0,04088 |4,9 || 0,04060 |4,9 || 0,04013 |4,8 || 0,03048 | 4,8 || 0,03866 | 4,7 || 0,03250 | 3,8 || 0,01658 | 1,2
0,10 || 0,07979 4,8 || 0,07974 |4,8 || 0,07961 |4,8 || 0,07907 |4,8 || 0,07695 |4,7 || 0,07355 |4,5 || 0,06906 | 4,2 || 0,06372 | 3,8 || 0,03324 | 1,0 || 0,00402 |53,4
0,15(| 0,11657 4,8 || 0,11643 4,7 || 0,11600 4,7 || 0,11429|4,7 || 0,10771 4,4 || 0,09764 3,9 || 0,08522| 3,2 || 0,07172| 2,1 || 0,01944 |14,7 || 0,00117 |46,3
0,20 || 0,15145|4,7 || 0,15113 |4,7 || 0,15016 |4,6 || 0,14636 |4,5 || 0,13217 |4,1 || 0,11174 (3,2 || 0,08875 | 1,7 || 0,06660 | 0,7 || 0,00975 |36,7 || 0,00078 |11,4
0,25 || 0,18455 4,6 || 0,18395 |4,6 || 0,18217 |4,6 || 0,17522 |4,4 || 0,15018 |3,6 || 0,11681 [2,1 || 0,08324 | 0,6 || 0,05519 | 5,1 || 0,00555 [40,9 || 0,00069 | 3,0
0,30 || 0,21597 4,5 || 0,21499 |4,5 || 0,21208 |4,5 || 0,20085 |4,2 || 0,16211|3,1 || 0,11484 |0,8 || 0,07299 | 3,6 || 0,04305 |10,9 || 0,00393 |25,2 || 0,00066 | 1,5
0,35 || 0,24581 (4,5 || 0,24434 |4,4 || 0,23997 |4,4 || 0,22334 |4,0 || 0,16862 |2,5 || 0,10817 1,0 | 0,06152 | 7,4 || 0,03300 [17,2 || 0,00328 13,5 || 0,00065 | 1,6
0,40 || 0,27418 (4,4 || 0,27209 |4,4 || 0,26592 |4,3 || 0,24279|3.8 || 0,17059 |1,7 || 0,09895 [3,0 || 0,05099 [11,6 || 0,02571 21,8 || 0,00298 | 7,6 || 0,00064 | 0,0
0,45 || 0,30115|4,3 || 0,20833 |4,3 || 0,20003 |4,2 || 0,25938 |3,6 || 0,16899 |0,9 || 0,08889 [5,3 || 0,04232 15,3 || 0,02077 [23,1 || 0,00283 | 4,8 || 0,00064 | 0,0
0,50 || 0,32681 (4,3 || 0,32313 |4,2 || 0,31238 |4,1 || 0,27330|3,4 || 0,16475 |0,0 || 0,07912 |7,7 || 0,03563 [17,8 || 0,01752 [21,2 || 0,00274 | 3,0 || 0,00064 | 1,6
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Tabela 5.3: Valores da Funcao de Alargamento Doppler de Kaniadakis para x = 0,3 calculados de acordo com a Equagao (5.31)).
A fungao ¢, (z, ) e seu desvio percentual de ¢ (x,&).
z=0 x=0,5 r=1 =2 r=4 r=20 r=38 =10 x =20 x =40
i Y(@,8)| % ||Un(@,8)| % ||Un(@, )| % ||Yu(z, )| % ||Yu(z,&)] % |[vYu(z,E)] % |[vu(z,E)] % ||ve(z,E)] % ||vYu(z,.E)| % || ¢e(z,&)| %
0,05 || 0,03803 |11,7 || 0,03803 | 11,7 || 0,03801 |11,7 || 0,03795 | 11,7 || 0,03770|11,6 || 0,03728 11,6 || 0,03671 |11,4 || 0,03600 11,2 || 0,03058 | 9,5 || 0,01655| 1,0
0,10 || 0,07413 |11,6 || 0,07409 |11,6 || 0,07397 |11,6 || 0,07350 |11,5 || 0,07164|11,3 || 0,06865|10,8 || 0,06470{10,2 || 0,06000{ 9,4 || 0,03312| 0,6 || 0,00586 |123,7
0,15 | 0,10842 |11,4 || 0,10829 |11,4 || 0,10791 |11,4 || 0,10640 |11,3 || 0,10062{10,7 || 0,09176| 9,7 || 0,08083| 8,2 || 0,06894 5,9 || 0,02208( 30,3 || 0,00221|176,3
0,20 || 0,14100 |11,3 || 0,14071 |11,2 || 0,13986 | 11,2 || 0,13652 |11,0 || 0,12403|10,0 || 0,10604 8,1 || 0,08577| 5,0 || 0,06616| 0,0 || 0,01319| 85,0 || 0,00125 | 78,6
0,25 | 0,17197 |11,1 || 0,17145 |11,1 || 0,16988 |11,0 || 0,16376 |10,6 || 0,14173| 9,1 || 0,11231| 5,9 || 0,08258| 0,2 || 0,05745| 9,4 || 0,00840(113,2 || 0,00093 | 38,8
0,30 || 0,20145 |11,0 || 0,20059 |10,9 || 0,19802 |10,8 || 0,18814 |10,3 || 0,15401| 7,9 || 0,11225| 3,0 || 0,07489| 6,3 || 0,04747|22,3 || 0,00597| 90,1 || 0,00079| 21,5
0,35 || 0,22051 |10,8 || 0,22821 |10,7 || 0,22436 |10,6 || 0,20971 | 9,9 || 0,16147| 6,6 || 0,10786| 0,7 || 0,06568|14,7 || 0,03864 (37,2 || 0,00468| 61,9 || 0,00073 | 14,1
0,40 || 0,25623 |10,7 || 0,25439 |10,6 || 0,24896 |10,4 || 0,22858 | 9,5 || 0,16484 5,0 || 0,10096| 5,1 || 0,05676 (24,2 || 0,03169 (50,2 || 0,00396 | 43,0 || 0,00070| 9,4
0,45 || 0,28170 |10,5 || 0,27922 |10,4 || 0,27191 |10,1 || 0,24489 | 9,0 || 0,16496| 3,3 || 0,09298 10,2 || 0,04899 33,5 || 0,02650 |57,1 || 0,00352 | 30,4 || 0,00067| 4,7
0,50 || 0,30599 |10,4 || 0,30275 |10,3 || 0,20328 | 9,9 || 0,25881 | 8,5 || 0,16261| 1,3 || 0,08490|15,6 || 0,04259 40,8 || 0,02269 |56,9 || 0,00325 | 22,2 || 0,00066| 4,8
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Tabela 5.4: Valores da Funcao de Alargamento Doppler de Kaniadakis para x = 0,4 calculados de

acordo com a Equagao (5.31)).

A fungao ¢, (z, ) e seu desvio percentual de ¢ (x,&).

z=0 rx=0,5 r=1 =2 r=4 r=06 r=28 =10 x =20 x =40
§ ||vn(@ )] % || vn(@, &) % ||vn(@,&)| % ||¥x@.)] % ||va(,&)| % ||velz )| % |[¢x@.O)] % ||vu(z,€)| % ||vn(z,€)| % || va(z,€)| %
0,05 || 0,03324|22,9 || 0,03324|22,8 || 0,03323 22,8 || 0,03317|22,8 || 0,03297 |22,7|| 0,03264(22,6 || 0,03218(22,4 || 0,03160| 22,1 || 0,02724| 19,4 || 0,01589| 3,1
0,10 || 0,06489 |22,6 || 0,06486 22,6 || 0,06476 |22,6 || 0,06438 |22,5 || 0,06288 |22,1 || 0,06047|21,5 || 0,05729(20,5 || 0,05350| 19,2 || 0,03174| 3,6 || 0,00818|212,2
0,15 || 0,09504 |22,3 || 0,09494 22,3 || 0,00463 22,3 || 0,00342 |22,1 || 0,08875 [21,2 || 0,08161 19,7 || 0,07279[17,3 || 0,06318 | 13,8 || 0,02448 | 44,4 || 0,00434 |442,5
0,20 || 0,12378 22,1 || 0,12355 22,1 || 0,12286 |22,0 || 0,12016 |21,6 || 0,11009 |20,1 || 0,09557|17,2 || 0,07917|12,3 || 0,06322| 4,4 || 0,01749 1453 || 0,00278|297,1
0,25 || 0,15119 |21,9 || 0,15077 |21,8 || 0,14950 |21,7 || 0,14456 21,1 || 0,12678 18,6 || 0,10298 |13,7 || 0,07880 | 4,8 || 0,05806 | 10,5 || 0,01202 [227,9|| 0,00203 |203,0
0,30 || 0,17735 |21,6 || 0,17666 |21,5 || 0,17459 |21,3 || 0,16661 |20,5 || 0,13904 |16,9 || 0,10516| 9,1 || 0,07447| 5,7 || 0,05123| 32,0 || 0,01006|220,4 || 0,00161 |147,7
0,35 || 0,20234 |21,4 || 0,20129 |21,3 || 0,19819 |21,0 || 0,18636 | 19,9 || 0,14733 |14,8 || 0,10363| 3,3 || 0,06842(19,5 || 0,04464| 58,5 || 0,00820(183,7 || 0,00135|110,9
0,40 || 0,22622 |21,1 || 0,22473 |21,0 || 0,22035 |20,7 || 0,20388 |19,2 || 0,15223 |12,3 || 0,09979| 3,9 || 0,06209(35,9 || 0,03899| 84,8 || 0,00695|150,9 || 0,00119 | 85,9
0,45 || 0,24905 |20,9 || 0,24704 |20,7 || 0,24114 |20,3 || 0,21929 |18,5 || 0,15437 | 9,5 || 0,09475|12,3 || 0,05618|53,1 || 0,03437|103,7 || 0,00606 |124,4 || 0,00107 | 67,2
0,50 || 0,27089 |20,6 || 0,26827 |20,5 || 0,26061 |20,0 || 0,23272 (17,7 || 0,15438 | 6,3 || 0,08925|21,5 || 0,05097 (68,5 || 0,03065|112,0 || 0,00542(103,8 || 0,00009 | 57,1
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Tabela 5.5: Valores da Funcao de Alargamento Doppler de Kaniadakis para x = 0,5 calculados de

acordo com a Equacao

A fungao ¢, (z, ) e seu desvio percentual de ¢ (x,&).

z=0 rx=0,5 r=1 =2 r=4 r=06 r=28 =10 x =20 x =40
§ ||vn(@ )] % || vn(@, &) % ||vn(@,&)| % ||¥x@.)] % ||va(,&)| % ||velz )| % |[¢x@.O)] % ||vu(z,€)| % ||vn(z,€)| % || va(z,€)| %
0,05 || 0,02562 40,5 || 0,02562 40,5 || 0,02561 40,5 || 0,02558 40,5 || 0,02544 40,4 || 0,02521 |40,2 || 0,02489 40,0 || 0,02449| 39,6 || 0,02150 36,4 || 0,01367 | 16,6
0,10 || 0,05011 |40,2 || 0,05009 |40,2 || 0,05003 |40,2 || 0,04976 |40,1 || 0,04873 |39,6 || 0,04708 (38,9 || 0,04489 (37,7 || 0,04228| 36,2 || 0,02726| 17,2 || 0,00983 |275,2
0,15 || 0,07354 |39,9 || 0,07347 |39,9 || 0,07326 |39,8 || 0,07243 |39,6 || 0,06922 |38,6 || 0,06431 (36,7 || 0,05824(33,9 || 0,05161| 29,6 || 0,02427| 43,2 || 0,00701 |776,2
0,20 || 0,09597 |39,6 || 0,09582 |39,6 || 0,09534 |39,5 || 0,09349 |39,0 || 0,08656 |37,2 || 0,07656|33,7 || 0,06524|27,7 || 0,05416| 18,1 || 0,02034|185,3 || 0,00546 |680,0
0,25 || 0,11746 |39,3 || 0,11716 |39,2 || 0,11629 |39,1 || 0,11290 |38,4 || 0,10065 |35,4 || 0,08423 29,4 || 0,06744 18,5 || 0,05278| 0,5 || 0,01727|338,3 || 0,00451|573,1
0,30 || 0,13805 |39,0 || 0,13757 (38,9 || 0,13615 |38,7 || 0,13066 |37,7 || 0,11165 |33,3 || 0,08819|23,8 || 0,06663| 5,4 || 0,04976| 28,2 || 0,01500(377,7|| 0,00387 |495,4
0,35 || 0,15780 |38,7 || 0,15708 |38,6 || 0,15494 |38,2 || 0,14679 |36,9 || 0,11985 |30,7 || 0,08943|16,5 || 0,06427 12,2 || 0,04636 | 64,6 || 0,01331|360,6 || 0,00341 |432,8
0,40 || 0,17676 |38,4 || 0,17574 |38,2 || 0,17271 |37,8 || 0,16136 |36,1 || 0,12564 |27,6 || 0,08884| 7,5 || 0,06128 34,1 || 0,04312|104,4 || 0,01201 |333,6 || 0,00306|378,1
0,45 || 0,19496 |38,1 || 0,19358 |37,9 || 0,18951 |37,4 || 0,17444 |35,2 || 0,12943 |24,1 || 0,08715| 3,3 || 0,05819(58,6 || 0,04023|138,5 || 0,01098|306,7 || 0,00279|335,9
0,50 || 0,21246 |37,8 || 0,21065 |37,6 || 0,20537 |36,9 || 0,18611 |34,2 || 0,13162 |20,1 || 0,08486|15,5 || 0,05524(82,6 || 0,03771{160,8 || 0,01016|282,0 || 0,00258 |309,5
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Figura 5.3: Comportamento da Funcao de Alargamento Doppler de Kaniadakis

variando x para &



Figura 5.4: Comportamento da Funcao de Alargamento Doppler de Kaniadakis

variando k para £ = 0,35 (a esquerda) e £ = 0,40 (a direita).
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Tabela 5.6: Valores da Fungao do Termo de Interferéncia de Kaniadakis para x = 0,1 calculados de acordo com a Equagao (5.32).

A fungao x.(x,&) e seu desvio percentual de x(z,§).

=0

r=0,9

r=1

r=2

=4

r=206

r =38

z =10

z =20

xr =40

X (2, &)

%

X (2, )

%

X (2, )

%

X (2, €)

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

xr (2, &)

%

0,05

0,00000

0,0

0,00117

2,5

0,00235

1,7

0,00469

1,9

0,00933

1,9

0,01388

1,8

0,01830

1,9

0,02255

1,8

0,04003

1,8

0,05142

1,5

0,10

0,00000

0,0

0,00449

2,0

0,00898

1,9

0,01787

1,9

0,03507

1,8

0,05097

1,8

0,06506

1,8

0,07693

1,8

0,09982

1,5

0,05968

0,2

0,15

0,00000

0,0

0,00968

1,8

0,01932

1,8

0,03823

1,8

0,07334

1,8

0,10273

1,8

0,12470

1,7

0,13862

1,7

0,12128

0,7

0,05366

0,4

0,20

0,00000

0,0

0,01649

1,8

0,03283

1,8

0,06448

1,8

0,12001

1,8

0,16015

1,7

0,18239

1,6

0,18814

1,5

0,11768

0,1

0,05181

0,2

0,25

0,00000

0,0

0,02469

1,8

0,04904

1,8

0,09540

1,8

0,17110

1,7

0,21552

1,6

0,22836

1,4

0,21791

1,1

0,11106

0,5

0,05109

0,1

0,30

0,00000

0,0

0,03408

1,8

0,06750

1,8

0,12985

1,8

0,22311

1,7

0,26354

1,5

0,25912

1,2

0,23024

0,8

0,10695

0,4

0,05073

0,1

0,35

0,00000

0,0

0,04449

1,8

0,08782

1,8

0,16679

1,7

0,27323

1,6

0,30150

1,4

0,27595

0,9

0,23156

0,3

0,10469

0,3

0,05052

0,1

0,40

0,00000

0,0

0,05574

1,8

0,10964

1,8

0,20531

1,7

0,31939

1,5

0,32893

1,2

0,28248

0,6

0,22783

0,0

0,10337

0,2

0,05039

0,0

0,45

0,00000

0,0

0,06770

1,7

0,13264

1,7

0,24460

1,7

0,36029

1,5

0,34690

1,0

0,28267

0,3

0,22275

0,2

0,10253

0,1

0,05030

0,0

0,50

0,00000

0,0

0,08023

1,7

0,15653

1,7

0,28396

1,7

0,39529

1,4

0,35723

0,8

0,27967

0,0

0,21805

0,3

0,10196

0,1

0,05023

0,0
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Tabela 5.7: Valores da Fungao do Termo de Interferéncia de Kaniadakis para x = 0,2 calculados de acordo com a Equagao (5.32).

A fungao x.(x,&) e seu desvio percentual de x(z,§).

=0

r=0,9

r=1

r=2

=4

r=206

r =38

z =10

z =20

xr =40

X (2, &)

%

X (2, )

%

X (2, )

%

X (2, €)

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

xr (2, &)

%

0,05

0,00000

0,0

0,00111

7,5

0,00221

7,5

0,00441

7,7

0,00879

7,6

0,01308

7,5

0,01724

7,6

0,02124

7,5

0,03778

7,3

0,04897

6,2

0,10

0,00000

0,0

0,00423

7,6

0,00846

7,5

0,01684

7,5

0,03305

7,5

0,04806

7,4

0,06138

7,4

0,07264

7,3

0,09510

6,1

0,05964

0,1

0,15

0,00000

0,0

0,00913

7,4

0,01821

7,5

0,03604

7,4

0,06918

7,4

0,09701

7,3

0,11793

7,1

0,13138

6,8

0,11802

3,4

0,05442

1,9

0,20

0,00000

0,0

0,01555

7,4

0,03096

7,4

0,06082

74

0,11333

7,3

0,15152

7,0

0,17310

6,6

0,17942

6,0

0,11740

0,1

0,05224

1,0

0,25

0,00000

0,0

0,02329

7,4

0,04627

7,3

0,09005

7,3

0,16179

7,1

0,20446

6,7

0,21787

6,0

0,20967

4,9

0,11225

1,6

0,05134

0,6

0,30

0,00000

0,0

0,03217

7,3

0,06372

7,3

0,12265

7,2

0,21130

6,9

0,25090

6,2

0,24892

5,1

0,22402

3,4

0,10828

1,7

0,05089

0,4

0,35

0,00000

0,0

0,04201

7,2

0,08295

7,2

0,15767

7,1

0,25925

6,7

0,28830

5,7

0,26729

4,0

0,22798

1,9

0,10577

1,3

0,05063

0,3

0,40

0,00000

0,0

0,05266

7,2

0,10362

7,2

0,19425

7,0

0,30372

6,4

0,31618

5,0

0,27609

2,9

0,22663

0,5

0,10419

1,0

0,05047

0,2

0,45

0,00000

0,0

0,06399

7,1

0,12542

7,1

0,23162

6,9

0,34349

6,1

0,33541

43

0,27871

1,7

0,22325

0,5

0,10315

0,8

0,05036

0,2

0,50

0,00000

0,0

0,07588

7,1

0,14810

7,0

0,26915

6,8

0,37794

5,7

0,34758

3,4

0,27786

0,7

0,21953

1,0

0,10244

0,6

0,05028

0,1
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Tabela 5.8: Valores da

Funcao do

Termo de Interferéncia de Kaniadakis para x = 0,3 calculados de

acordo com a Equagao (5.32]).

A fungao x.(x,&) e seu desvio percentual de x(z,§).

=0 x=0,5 r=1 =2 r=4 r=06 r=38 xz =10 x =20 x =40
E || xn(@ O % || xx(@ O] % || X8| % ||xu(@&)| % || xn(@,&)| % ||xu(z, )| % || xx(@.6)] % || xx(@.O)] % || xx(@.6)| % ||xn(z,6)| %
0,05 || 0,00000{0,0 || 0,00099 [17,5 || 0,00197 |17,6 || 0,00394 |17,6 || 0,00785|17,5 || 0,01168 |17,4 || 0,01541 |17,4 || 0,01899|17,3 || 0,03386|16,9 || 0,04453 14,7
0,10 || 0,00000/0,0 || 0,00379(17,2 || 0,00756 [17,4 || 0,01506 |17,3 || 0,02956 17,3 || 0,04302[17,1 || 0,05499 [17,0 || 0,06516 16,8 || 0,08654|14,6 || 0,05831 | 2,1
0,15 || 0,00000{0,0 || 0,00817[17,1 || 0,01629 17,2 || 0,03225 |17,2 || 0,06197{17,0 || 0,08703 |16,8 || 0,10606 | 16,4 || 0,11857(15,9 || 0,11090| 9,2 || 0,05521 | 3,4
0,20 || 0,00000{0,0 || 0,01392|17,1 | 0,02772|17,1 || 0,05448 |17,0 || 0,10169{16,8 || 0,13638 16,3 || 0,15658 15,5 || 0,16350|14,4 || 0,11454| 2,6 || 0,05309 | 2,7
0,25 || 0,00000(0,0 || 0,02087|17,0{| 0,04146{17,0 || 0,08075 |16,9 || 0,14547 |16,5 || 0,18483 |15.,6 || 0,19868 14,2 || 0,19372|12,1 || 0,11229| 1,6 || 0,05199 | 1,9
0,30 || 0,00000{0,0 || 0,02885 (16,9 || 0,05715 [16,8 || 0,11011 |16,7 || 0,19048{16,1 || 0,22806 |14,8 || 0,22943 [12,5 || 0,21051| 9,3 || 0,10953| 2,8 || 0,05136 | 1,3
0,35 || 0,00000{0,0 || 0,03770 (16,8 || 0,07446 [16,7 || 0,14172 |16,5 || 0,23442{15,6 || 0,26387|13,7 || 0,24950 |10,4 || 0,21808 6,1 || 0,10733| 2,8 || 0,05099 | 1,0
0,40 || 0,00000{0,0 || 0,04730(16,6 || 0,09310[16,6 || 0,17483 |16,3 || 0,27560{15,0 || 0,29173|12,4 || 0,26125 | 8,1 || 0,22034| 3,3 || 0,10571| 2,5 || 0,05074 | 0,7
0,45 || 0,00000{0,0 || 0,05752(16,5 || 0,11279|16,4 || 0,20877 |16,1 || 0,31294{14,4 || 0,31228 10,9 || 0,26730 5,7 || 0,21996| 1,0 || 0,10452] 2,1 || 0,05058 | 0,6
0,50 || 0,00000{0,0 || 0,06826 16,4 || 0,13332[16,3 || 0,24207 |15,9 || 0,34588{13,7|| 0,32672| 9,2 || 0,26977 | 3,6 || 0,21843| 0,5 || 0,10363| 1,7 || 0,05046 | 0,5
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Tabela 5.9: Valores da

Funcao do

Termo de Interferéncia de Kaniadakis para x = 0,4 calculados de

acordo com a Equagao (5.32]).

A fungao x.(x,&) e seu desvio percentual de x(z,§).

=0 x=0,5 r=1 =2 r=4 r=06 r=38 xz =10 x =20 x =40
E || xn(@ O % || xx(@ O] % || X8| % ||xu(@&)| % || xn(@,&)| % ||xu(z, )| % || xx(@.6)] % || xx(@.O)] % || xx(@.6)| % ||xn(z,6)| %
0,05 || 0,00000{0,0 || 0,00081 [32,5 || 0,00163 |31,8 || 0,00325 |32,0 || 0,00647 32,0 || 0,00963 [31,9 || 0,01271 |31,8 || 0,01567|31,8 || 0,02804|31,2 || 0,03757 28,0
0,10 || 0,00000{0,0 || 0,00312(31,9 || 0,00624 [31,8 || 0,01242 |31,8 || 0,02441{31,7 || 0,03555 |31,5 || 0,04550 31,3 || 0,05401 (31,0 || 0,07308|27,9 || 0,05373 | 9,8
0,15 || 0,00000{0,0 || 0,00674 31,6 || 0,01345 [31,7 || 0,02665 |31,6 || 0,05126{31,4 || 0,07214[31,0|| 0,08821 |30,5 || 0,09907(29,7 || 0,09743|20,3 || 0,05407 | 1,2
0,20 || 0,00000{0,0 || 0,01151 |31,5 || 0,02292 31,5 || 0,04507 |31,4 || 0,08431{31,0 || 0,11354 (30,3 || 0,13122 29,2 || 0,13834(27,5 || 0,10535|10,4 || 0,05317 | 2,8
0,25 || 0,00000{0,0 || 0,01727 (31,3 || 0,03432 31,3 || 0,06689 |31,1 || 0,12096{30,5 || 0,15476 29,4 || 0,16827 [27,4 || 0,16677|24,3 || 0,10706| 3,1 || 0,05243 | 2,7
0,30 || 0,00000{0,0 || 0,02390 (31,1 || 0,04736 [31,1 || 0,09136 |30,9 || 0,15893{30,0 || 0,19236 |28,1 || 0,19694 [24,9 || 0,18503(20,2 || 0,10688| 0,4 || 0,05191 | 2,4
0,35 || 0,00000/0,0 || 0,03126(31,0|| 0,06178 30,9 || 0,11779 |30,6 || 0,19637(29,3 || 0,22453|26,5 || 0,21755 [21,9 || 0,19591 |15,7 || 0,10622| 1,8 || 0,05153 | 2,1
0,40 || 0,00000{0,0 || 0,03927 (30,8 || 0,07733 30,7 || 0,14557 |30,3 || 0,23194(28,5 || 0,25079 |24,7 || 0,23166 |18,5 || 0,20207(11,3 || 0,10550| 2,3 || 0,05126 | 1,8
0,45 || 0,00000{0,0 || 0,04781 (30,6 || 0,09381 [30,5 || 0,17417 |30,0 || 0,26476{27,6 || 0,27150 22,5 || 0,24102 |15,0 || 0,20541| 7,6 || 0,10483| 2,4 || 0,05105| 1,5
0,50 || 0,00000{0,0 || 0,05680(30,4 || 0,11103 30,3 || 0,20312 |29,7 || 0,20434(26,6 || 0,28745 20,1 || 0,24710|11,7 || 0,20711| 4,7 || 0,10425| 2,4 || 0,05089 | 1,3
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Tabela 5.10: Valores da Func¢ao do Termo de Interferéncia de Kaniadakis para x = 0,5 calculados de acordo com a Equagao (5.32)).

A fungao x.(x,&) e seu desvio percentual de x(z,§).

r=20

rz=20,5

Tr =

1

Tr =

2

=4

Tr =

6

Tr =

8

=10

z =20

z =40

X (2, &)

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

X (2, )

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

X (2, &)

%

X (2, )

%

Xﬂ(wﬁg) %

X (2, &)

%

0,05

0,00000

0,0

0,00058

51,7

0,00115

51,9

0,00230

51,9

0,00458

51,8

0,00682

51,8

0,00900

51,7

0,01110

51,7

0,01995 (51,1

0,02733

47,7

0,10

0,00000

0,0

0,00221

51,7

0,00442

51,7

0,00880

51,7

0,01730

51,6

0,02522

51,4

0,03234
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Figura 5.8: Comportamento da Fungao do Termo de Interferéncia de Kaniadakis
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variando k para £ = 0,25 (a esquerda) e £ = 0,30 (a direita).
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Funcao do Termo de Interferéncia de Kaniadakis y,(z, §) definidas, respectivamente,
pelas Equagoes (B.31) e (B.32), foram obtidas. Estas fun¢oes dependem de um
parametro de deformacao x, e quando o limite de kK — 0 é obtido, as Fungoes de
Voigt usuais, dadas pelas Equacoes (2.47) e (248), sao recuperadas. Estas novas
expressoes, que apresentam em sua forma integrais que, como no caso maxwelliano,
nao possuem solugoes analiticas, foram avaliadas utilizando o método da quadratura
de Gauss-Legendre com 15 pontos.

Percebe-se que, para uma dada ressonancia, se o parametro £ é mantido cons-
tante, o Fenomeno de Alargamento Doppler é intensificado conforme x aumenta,
ou seja, o parametro de deformagao k introduz um alargamento adicional, gerando
assim, uma faixa mais larga de energias na qual é mais provavel que um néutron

seja capturado.
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Entrada do bloco G, no Centro de Tecnologia da UFRJ, onde se localizam as de-
pendéncias da COPPE.
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O Fenomeno de Alargamento Doppler é descrito matematicamente pelas Fungoes
de Voigt, também conhecidas como Fung¢ao de Alargamento Doppler ¢ (z, £) e Funcao
do Termo de Interferéncia y(z,&). As expressoes para ¥ (z,&) e x(z, ) sao obtidas
baseadas em duas grandes areas do conhecimento: na Mecanica Quantica, através
da férmula de Breit-Wigner para nivel tnico, e na Mecanica Estatistica, com a
distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann. Como sao obtidas expressoes
integrais que além de nao possuirem solugao numeérica sao complicadas, a possibili-
dade de se fazer algumas aproximagoes pode se tornar deveras 1til e, neste contexto,
sao utilizadas as chamadas aproximacoes de Bethe e Placzek. Nesta tese, sao pro-
postas dois tipos diferentes de generalizacoes para esta teoria: a primeira consiste no
estudo das consequéncias de nao se considerar as aproximacoes de Bethe e Placzek
para se obter as Funcoes de Voigt. A segunda generalizacao consiste na alteragao
da distribuicao estatistica de velocidades utilizada, trocando-se a usual distribuicao
de Maxwell-Boltzmann por duas distribuicoes de velocidades quase-maxwellianas: a
de Tsallis e a de Kaniadakis.

No capitulo [I, sdo apresentadas as trés distribuicoes estatisticas abordadas no
texto: A distribuicao de Maxwell-Boltzmann e as distribui¢oes quase-maxwellianas
de Tsallis e de Kaniadakis. Sao apresentadas as principais caracteristicas de tais
distribuigoes, possibilitando a comparacao das distribuicoes quase-maxwellianas de
Tsallis e Kaniadakis com a distribuicao de Maxwell-Boltzmann, formando uma base
tedrica para se entender os efeitos de se considerar tais distribuicoes no estudo da
secao de choque de captura e de espalhamento ressonantes.

No capitulo 2 é realizada uma deducao detalhada das expressoes para as Fungoes
de Voigt definidas por ¢ (x, &) e x(z, ). O detalhamento na condugao desta deducao
pode parecer um tanto excessivo para o leitor ja versado em Fisica de Reatores.
Porém, é de suma importancia pois, nos capitulos seguintes, onde se consideram
distribuicoes quase-maxwellianas, se faz necessario dominar com detalhes cada passo
de tal demonstracao. Além disso, pode-se destacar o valor didatico deste capitulo
para futuros pesquisadores que estejam a ingressar na area da Fisica de Reatores.

No capitulo B é realizado um estudo das consequéncias de se desconsiderar
as aproximagoes de Bethe e Placzek na determinacao da Fungao de Alargamento
Doppler. Toma-se como referéncia, neste capitulo, a Funcao de Alargamento
Doppler usual, considerando as trés aproximacoes de Behte e Placzek, definida por
W(z, §). E deduzida, entao, uma expressao para a Funcao de Alargamento Doppler
sem nenhuma aproximagao V(z,§), assim como outras Fungoes de Alargamento
Doppler o1(x, &), a(z,€), ia(x,€) e os(x, &) desprezando, quando faz sentido,
uma ou duas das aproximacoes de Bethe e Placzek. Como em todas as novas ex-
pressoes obtidas aparecem os parametros nucleares E, e I', escolhe-se a ressonancia
de 6,67eV do 28U e a de 0,296eV do #Pu para se prosseguir no estudo. A pri-
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meira das aproximacoes é estudada considerando-se a razao entre as exponenciais
presentes na Equagao (3.I8]), e os resultados estao reportados na Tabela 3.2 onde
pode-se notar que tal aproximacao nao introduz um erro apreciavel. Para estu-
dar a segunda aproximacao, compara-se o médulo do limite inferior de integragao
|Lint| = 2E, /T com o desvio padrio o¢ = v/2/¢ da gaussiana, presente na Equagio
(19), em convolucdo com a lorentziana. Os resultados obtidos encontram-se na
Tabela 3.3, e mostram que a segunda aproximacao de Behte e Placzek, assim como
a primeira, ndo introduz um erro signficativo para o célculo do valor de ¥s(x, §).
Com este panorama, conclui-se que a Unica aproximacao que introduz alguma di-
ferenca apreciavel é a terceira e, com o intuito de se fazer um estudo quantitativo,
considera-se o caso em que o néutron incidente possui exatamente a energia de res-
sonancia, x = 0. Assim, constroem-se os graficos presentes nas Figuras e 3.3
0s quais mostram um erro introduzido para a ressonancia do ?3¥U em média duas
ordens de grandeza maior que para o ??Pu. Além disso, percebe-se que conforme
a temperatura aumenta, melhor ficam os valores considerando-se as aproximacgoes
de Bethe e Placzek. Para finalizar este capitulo, sao apresentadas as interpretagoes
fisicas para cada uma das aproximacoes de Bethe e Placzek, e finalmente é realizada
uma proposta alternativa para aplicacao de tais aproximacoes.

No capitulo 4l sao abordadas as consequéncias de se considerar o movimento
aleatorio dos ntcleos alvo como dado pela distribuicao nao extensiva de Tsallis na
avaliacao da secao de choque de absorcao e de espalhamento em trés dimensoes. A
distribuicao de Tsallis pode ser matematicamente formulada como uma deformagao
da distribuicao usual de Maxwell-Boltzmann, e é dependente de um parametro ¢ > 1
e, se o limite de ¢ — 1 for tomado, a deformacao é removida e se obtém como
resultado a distribuicao de Maxwell-Boltzmann. Neste contexto, uma nova Funcao
de Alargamento Doppler deformada chamada 1, (x, £), assim como uma nova Funcao
do Termo de Interferéncia chamada x,(x,&) s@o obtidas, e dadas pelas Equagoes
(#I9) e (A20). Tais funcoes sao dependentes de um parametro de deformagao g,
e quando o limite ¢ — 1 é tomado, se obtém como resultado as Funcoes de Voigt
usuais.

Estas novas expressoes, assim como no caso maxwelliano, apresentam em suas
leis de formacao integrais que nao possuem solugao analitica. Sendo assim, estas
foram avaliadas utilizando o método da quadratura de Gauss-Legendre, método
numérico amplamente utilizado e bem estabelecido na literatura. Com o referido
método numérico, foram construidas as Tabelas[4.1l a[4.5] onde sao apresentados os
valores para a Funcao de Alargamento Doppler de Tsallis e seu desvio percentual
em relagao a Fungao de Alargamento Doppler 1(z, §) usual, assim como as Tabelas
a[L10, onde os resultados analogos para a Fun¢ao do Termo de Interferéncia de

Tsallis sao reportados. Estas tabelas foram produzidas variando o parametro ¢ com
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um incremento de 0,1 desde o valor nao deformado ¢ = 1,0 até ¢ = 1,5.

Ainda usando o método de quadratura de Gauss-Legendre, os gréaficos mostrados
nas Figuras [4.1] a foram gerados onde, para cada um deles, fazendo constante o
parametro ¢ dependente da temperatura, é possivel visualizar o comportamento da
Funcao de Alargamento Doppler de Tsallis ¢,(x, ) conforme se varia o parametro
de deformacao g. Os graficos presentes nas Figuras a .10l mostram os resul-
tados para a Fun¢ao do Termo de Interferéncia deformada x,(x,&). Analisando
estes graficos, é possivel notar que, para uma dada ressonancia, se o parametro & é
mantido constante, o Efeito de Alargamento Doppler é deformado e dependente do
parametro ¢, e também é possivel perceber que, a medida que ¢ aumenta, o Efeito
de Alargamento Doppler é suavizado, ou seja, conforme o parametro de deformagao
g aumenta, o efeito se torna mais suave.

No capitulo B é avaliada a hipotese tedrica de considerar uma estatistica go-
vernada pela distribuicao de velocidades de Kaniadakis no contexto da fisica de
reatores e, mais especificamente, no Fenomeno de Alargamento Doppler na faixa
de ressonancias resolvidas. Esta distribuicao dependente de um parametro x que
generaliza o desvio do comportamento exponencial da distribuicao de velocidades
dos ntcleos leva a uma nova Func¢ao de Alargamento Doppler chamada ), (z,§),
assim como uma nova Fungao do Termo de Interferéncia y,(z,¢), definidas pelas
equagoes (B.31)) e (5.32)), respectivamente. Quando o limite x — 0 é tomado, as
Fungoes 1(z, ) e x(z, ) usuais sdo recuperadas. Assim como foi feito no capitulo
[l utiliza-se o método de Gauss-Legendre para se construir as tabelas de 5.1l a e
as Figuras de 5.1 a 5.5l onde sdo apresentados os resultados para a Funcao de Alar-
gamento Doppler de Kaniadakis 1, (z,§), assim como os resultados para a Funcao
do Termo de Interferéncia de Kaniadakis x.(z,&), apresentados nas Tabelas a
.10 e nos Graficos ab.I0

Pode-se perceber que, para uma dada ressonancia, se o parametro £ ¢ mantido
constante, o Efeito de Alargamento Doppler é deformado e dependente do parametro
Kk, e verificou-se que conforme x aumenta, o Efeito de Alargamento Doppler é inten-
sificado, isto é, o parametro de deformacao x introduz um alargamento adicional.
Assim, se durante um processo térmico as velocidades dos nicleos alvo forem descri-
tas pela distribuicao de velocidades de Kaniadakis, ha uma maior faixa de energias
na qual é mais provavel que ocorra a absorcao de néutrons do que aquela que o efeito
convencional de Alargamento Doppler poderia prever. Percebe-se que, tanto no caso
de se considerar a distribuicao de Tsallis quanto a de Kaniadakis, sao afetadas tanto
a absorcao ressonante quanto o espalhamento ressonante.

Em reatores nucleares, a teoria baseada na distribuicao de Maxwell-Boltzmann
¢ bem estabelecida e tem sido aplicada ao longo de décadas, produzindo boa con-

cordancia com dados experimentais. No entanto, também é amplamente conhecido
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que dados de secao de choque precisos e acurados sao de importancia fundamental
para a operacao de reatores nucleares, e é possivel que em novos projetos de rea-
tores, bem como em situagoes especificas para os reatores atualmente em operacao,
o uso de estatisticas nao-maxwellianas se tornem importantes. O contetdo desta
tese forma uma base tedrica solida para estudar qualquer distribuicao estatistica
nao-maxwelliana que preserve a paridade na varidavel V. Assim, se no estudo da in-
fluéncia de distribuicoes quase-maxwellianas no Fenomeno de Alargamento Doppler
a importancia de se utilizar uma nova distribuicao, mesmo que diferente da de Tsallis
ou de Kaniadakis tornar se evidente, é razoavel dizer que o arcabougo tedrico para
o tratamento com quaisquer outras distribuigdes ja estd estabelecido [64, 165].

Com a teoria bem desenvolvida, uma continuacao natural deste trabalho é o es-
tudo da influéncia de outras distribuicoes estatisticas no Fenomeno de Alargamento
Doppler. Além disso, tanto a generalizacdo proposta pela nao consideracao das
aproximacoes de Bethe e Placzek, quanto a baseada na alteracao da distribuicao
de velocidades de Maxwell-Boltzmann aqui aplicadas na secao de choque de ab-
sorcao e de espalhamento, podem ser aplicadas ao estudo de varios outros assuntos,
tais como o calculo dos fatores de auto-protecao ressonantes na faixa epitérmica,
calculo das integrais de ressonancia, determinacao da largura pratica, dentre diver-
sas outras aplicagoes. Além disso, a semelhanca entre as Figuras [[L.4] e , assim
como entre as Figuras [[L4] e [L8 indicam a possibilidade de se obter para as duas
distribuicoes estudadas, temperaturas efetivas quf I e T¢/T capazes de mapear as
funcoes de Alargamento Doppler quase-maxwellianas ¢, (z, ) e ¥, (x, ), e também
as Fungoes do Termo de Interferéncia x,(z, &) e xx(x, &) em suas correspondentes

versoes maxwellianas.
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Apeéendice A

Estudo do sistema de duas
particulas no referencial do centro

de massa

Neste apéndice, apresenta-se um estudo do sistema néutron nicleo alvo, rela-
cionando os valores de algumas grandezas no referencial do laboratério com seus
respectivos valores no referencial do centro de massa. Na figura abaixo, temos uma
representacao pictorica para tal sistema, com o nicleo alvo possuindo massa M e

velocidade V', e o néutron massa m,, e velocidade v.

¢

M

Figura A.1: Representagao do sistema néutron nticleo alvo.

Para tal sistema, a velocidade do centro de massa pode ser escrita da seguinte

forma:

g _mait MV G4 AV
o M4m,  A+1’

onde se utlizou o fato de que M ~ Am,,.

(A.1)

Assim, a velocidade do néutron no referencial do centro de massa, que sera

representada por ¢, é dada por:
— — 7 = 17+ AV A (_) _»>
— _ — —_ — _— —_ . A.2
UV=0-V,, =10 < 11 > <A—|—1 =V (A.2)
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Definindo a velocidade relativa entre néutron e nicleo como v, = v — V, pode-se

finalmente escrever:

i = (ALH) . (A.3)
De forma anéloga, a velocidade do nicleo alvo no referencial do centro de massa
fica:
Vi=— (ALH) 7. (A.4)
Pode-se escrever a energia do néutron no referencial do centro de massa como
segue: )
E = %mnv'2 = % <Ai+1) muv2, (A.5)
e a do ntcleo alvo:
B = myve =1 [LQ] M2, (A.6)
2 2(A+1)
A energia total do sistema no referencial do centro de massa é dada pela seguinte
expressao:
E, =F+F,= % <Ai+1) muv2, (A7)

ou, usando o fato de que a massa reduzida é dada por:

Mm A
_ no (2, A8
pode—se escrever:
1
ECM = 5/“]72*' (Ag)

Além disso, é util se obter uma relacao entre a energia do sistema néutron nticleo
no referencial do laboratério, e no referencial do Centro de Massa. Assim, fazendo
uso das Equagoes (2.14]) e (A1), tem-se o seguinte:

E L, v? A+ 1Y\ 02
= =1 2. _ = ( Z ) U—2 (A.10)
2 (A——f—l) My vy Ui

Tipicamente, as velocidades dos néutrons sao muito maiores que as dos nucleos
alvo (v > V), o que leva a concluir que que v, &~ v. Assim, chega-se finalmente ao

seguinte resultado:
A+1

b= (A1) p am

que pode também ser escrito como segue:

E= (%) B (A.12)
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Apendice B

O método da Quadratura de

Gauss-Legendre

Os métodos numéricos ditos de quadratura, consistem na aproximagao da in-
tegral definida no intervalo [a,b] de uma fungao continua definida por f(x) pela
combinacgao linear dos valores da funcao em certos pontos, também chamados de
nés, r; € [a,b] a serem determinados. De um modo genérico, uma quadratura de

ordem N pode ser expressa pela seguinte equacao:

b N
/ f)de Y wnf (w0) (B.1)

onde w;, os coeficientes da citada combinacao linear, sao chamados de pesos da
quadratura. O somatério que aparece no lado direito da Equagao (B.l) é chamado
de quadratura da fungao f no intervalo [a, b]. Como 1 < i < N,i € N, percebe-se que
existem 2N parametros a serem ajustados. De acordo com o método escolhido para

se determinar estes parametros, pode-se agrupar as quadraturas em duas classes:

1. O intervalo [a, b] é dividido em N + 1 partes de mesmo tamanho escolhendo-se

os pontos x; igualmente espacgados;

2. Os pontos x; sao escolhidos como sendo raizes de polinomios especiais, e os
pesos w; sao determinados de modo que a expressao satisfaca um critério de

precisao pré-estabelecido.

O método do trapézio e de Simpson sao exemplos de quadraturas elencadas
na primeira categoria e os métodos de Gauss-Hermite e o de Gauss-Legendre sao
exemplos de quadraturas da segunda. Por ser o método utilizado nesta tese, neste
Apeéndice é abordado exclusivamente o método de Gauss-Legendre.

Ao se trabalhar com a Equagao (B.Il), as equagdes envolvidas ficam mais simples

se os limites de integracao a e b forem trocados por —1 e 1. Assim, a Equagao (B.1))
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assume a seguinte forma:

71f(95)d95 ~ sz‘f(%)a (B.2)

onde z; € [—1,1]. Uma aproximagao para uma integral no intervalo [a,b] pode ser
obtida com uma mudanca de varidveis, conforme serd mostrado na secao [B.6l

Os pesos w; na Equacao (B.2) sdo arbitrarios e a tinica restri¢ao para os nds é que
x; € [—1,1], Va;, o que nos fornece 2N parametros a determinar. Se considerar-se
como parametros os coeficientes de um polindmio, um polinémio de grau 2N — 1
também contém 2N parametros. Sendo assim, se espera que a expressao dada pela
Equagao (B.2)) se torne exata para qualquer polinomio de grau menor ou igual a
2N — 1.

B.1 Quadratura de Gauss com 1 ponto

O caso mais simples possivel é o da quadratura com 1 ponto, o que consiste em
fazer N = 1 na Equagao (B.2):

/_1 F@)dz ~ w (). (B.3)

Neste caso, a aproximagao definida na Equagao (B.3]) se torna exata quando f(z)
¢ um polinémio de grau 1:
f(x) =co+ . (B.4)

Levando em conta a Equacao (B.4)), percebe-se que a aproximacgao definida na
Equagao (B.3) serd exata em particular para as funcoes definidas por fa(z) =1 e

fB(x) = x. Assim, temos:

1

1
fa(z) =1= /1 fa(z)dr = wi fa(zy) = dr = w; = wy = 2, (B.5)

—1

fe(z) =2 = /1 f(x)dr = wy fp(z1) = /1 xdr = wixr; = wirg = 0. (B.6)

As Equagoes (B.3)) e (B.6) nos levam ao seguinte sistema:

{ w=2 (B.7)

wi1C1T1 = 0
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cuja solucao ¢ a seguinte:

{ w=2 (B.8)

.’171:0

Substituindo o resultado da Equacao (B.§) na Equacao (B.3), chega-se ao se-

guinte resultado:
1
|tz =200, (B9
-1

que é valido para uma funcao f qualquer, porém se torna exata se esta for um

polinomio de grau 1.

B.2 Quadratura de Gauss com 2 pontos
Na quadratura com 2 pontos, se faz N = 2 na Equagao (B.2):

/_1 F@)dz ~ wn () + wa f(22). (B.10)

Neste caso, a aproximacao definida na Equagdo (B.I0) se torna exata quando

f(x) é um polinémio de grau 3:
f(z) = co+ 17 + cox® + c32°. (B.11)

Desta vez, usa-se as fungoes definidas por fa(z) = 1, f(z) = z, fo(x) = 2% e

fp(z) = 2. Assim, tem-se:

fa(z) =1= /_1 fa(x)dr = wy fa(z1) + wo fa(xs) =

1
:>/ dr =wi +ws = w1 +wy = 2, (B.12)
1

fo(z) =z = / Fa(o)de = falon) +wafales) =

1
= / xdr = W1T] + Waly = w1x1 + wae = 0, (B.13)
~1

folx) = 2% = / @)t = folr) + wnfalaz) >

1
2
= / 22 dr = w122 + WeTs = WITT + WoTh = 3 (B.14)
-1
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folz) = 2% = / foa)de = o folr) + wnfalaz) >

1
= / 2dr = w23 + wers = Wit + werd = 0. (B.15)
-1

As Equagoes (B.12), (B.13), (B.14) e (B.15) nos levam ao seguinte sistema:

w1 +we =2
W1 +CU2.I‘2 =0
w12 + word =2/3

w13 + werd = 0

(B.16)

O primeiro passo para se resolver este sistema é isolar xo na primeira linha da

Equacao (B.16]) e substituir na quarta:

3 2
wﬂii’ + wa <—w;:1) =0=w [1 - (Z_;) ] 1’% =0, (B.17)

2
que admite as seguintes possibilidades de solucao: w; =0, z; =0ou 1 — (i—;) =0.

As duas primeiras possibilidades dao origem aos seguintes sistemas:

w2:2 w1 + wq =2
WQZL'QZO Wo 9 =0
w; =0= 9 , 1 =0= 9 . (B18)
wors =2/3 wars =2/3
wers =0 wos = 0

Como se pode perceber, os dois sistemas nao possuem solucao. Assim, resta

apenas a ultima possibilidade:

2
1 - (ﬂ) — 0= w = tuws. (B.19)
W2
A solugao com sinal negativo deve ser descartada, pois leva a w; 4wy = 0, gerando
uma inconsisténcia com a primeira linha da Equacao (B.16). Por outro lado, com
w1 = Wy, tem-se o seguinte:
wy = wy = 1, (B.20)

o que reduz o sistema apresentado na Equacao (B.I6) a:

T+ 12 =0
i +a3=2/3 , (B.21)

B +a3=0
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o que leva facilmente a seguinte solucao:

w1 1

WQ_l

R (B.22)
1 3

l’zzg

fla)de ~ f <_§> +f <§> . (B.23)

B.3 Quadratura de Gauss com 3 pontos

Na quadratura com 3 pontos, se faz N = 3 na Equagao (B.2):

1
/ f(x)dx = wy f(z1) + waf(x2) + w3 f(x3). (B.24)
—1
De modo analogo as secoes anteriores, chega-se ao seguinte sistema:

.
w1+ wy + ws =2
W11 + Wako + W3z = 0
wlx% + WQI% + W3.§L’§ = 2/3 (B 25)

WL 4 werl + warsd =0

wlx‘f + WQ.T% + W3.§L’§ = 2/5

| Wi} + wah + war} = 0

A solugao do sistema definido na Equagao (B.25) é ainda mais tedioso, por esse

motivo, apenas a solucao do mesmo sera apresentada:

p

w1 :5/9
w2:8/9
w3:5/9
, (B.26)
l‘lz—@
I‘QZO

levando a seguinte aproximagcao:

/_1 f(@)de ~ gf <_@> + gf 0)+2f <@> . (B.27)
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Como se pode perceber, para 3 pontos, o cdlculo ja se torna bem extenso e
tedioso, e o0 objetivo é se chegar em 15 pontos, que é o método utilizado nesta tese.
Sendo assim, se torna necessario encontrar um meio mais direto de se determinar os

pesos e nés da quadratura.

B.4 Os Polinomios de Legendre

Nas secoes anteriores, percebe-se que os sistemas obtidos para se determinar os
pesos e nés a serem utilizados podem se mostrar bem complexos de se resolver.
Se invocarmos a Algebra Linear [68], pode-se entender que tal dificuldade ocorre
devido ao fato de se ter utilizado a base canonica B = {1, z, 2% 2?, ..., 2"~ 2"} para
o espaco vetorial dos polinomios de grau menor ou iguam a n, e esta nao ser a melhor
das escolhas. Uma alternativa mais interessante, devido a algumas propriedades, se
trata da base formada pelos chamados polinémios de Legendre [36]. Trata-se de uma
base ortogonal que possui propriedades interessantes, que sao tteis para se encontrar
os pesos e noés da quadratura.

Os polinémios de Legendre formam um conjunto Linearmente Independente (LI)
para as solucoes da equacdo diferencial de Legendre, que possui a seguite forma:

d

o d _
- (1 —x ) %Ln(x) +n(n+1)L,(z) = 0. (B.28)

Tal equacao diferencial é frequentemente encontrada na Fisica, em particular ao
se resolver a equacao de Laplace em coordenadas esféricas [69], podendo também
ser trabalhada como um problema de Sturm-Liouville [36]. O produto interno entre

dois polinomios de Legendre é definido como:

(P (), Py(x)) :/ L ()L, (z)dz, (B.29)

1

o qual define a seguinte expressao de ortogonalidade:

1
2
/_1 Lp(x) Ly (z)de = ménm. (B.30)

Os polinomios de Legendre podem ser obtidos através da Formula de Rodrigues:

La(e) = g [ = 1) (B31)
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sendo os primeiros polinomios de Legendre os seguintes:

LO('I) - 17
Lyi(z) =z,
1
Ly(z) = 5 (32° = 1),
1
Ls(z) = 3 (53:3 — 33:) ,
1
Ly(z) = 3 (352* — 302% + 3),
1
Ls(z) = 3 (632° — 702° + 15z) ,
1
L(x) = 75 (2312° — 3152* + 1052* — 5) .

Dentre tantas propriedades exibidas pelos polinomios de Legendre, as seguintes

sao fundamentais para se descrever o método da quadratura de Gauss-Legendre:

/1 L,(x)dz =0 n#0, (B.32)

1

/1 L,(2)P.(x)de =0  Vk <n, (B.33)

1

onde Py(z) é um polinémio de grau k.

B.5 Quadratura de Gauss-Legendre

Como se sabe, uma quadratura com N pontos é capaz de ajustar um polindomio
de grau 2N — 1 de forma exata. Em particular, é valida para um polinomio de

Legendre de grau N, Ly(z):
1 N
/ Ly(z)dz = ZMLN(SQ)- (B.34)
-1 i=1
Langando mao da Equacao (B.32]), se tem o seguinte:
N
> wiLy(a;) =0. (B.35)
i=1

Como o conjunto formado pelos polinomios de Legendre ¢ linearmente indepen-

dente, a tnica forma da igualdade apresentada na equacao (B.33]) ser satisfeita é:

Ly(z:)=0 i=0,1,2,..,N—1,N, (B.36)
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ou seja, os noés da quadratura com N pontos sao as raizes do polinomio de Legendre

Ly(z). Para determinar os pesos, pode-se utilizar o seguinte teorema [66]:

Teorema B.1 Suponha que x1,xo, x3, ..., N Sejam as raizes do polinomio de Legen-

dre de grau N Ly(z) e que para cadai =1,2,3,..., N 0s nimeros w; sejam definidos

por:
1Y v
w; = Ldx. (B.37)
/1 ]1_[1 Ty — Xy
i#]
Se Pyn(x) € um polinomio qualquer de grau N, entdo:
1 1
/ Py(z)dr =Y w;Py(x;). (B.38)

Este teorema é facilmente demonstrado utilizando-se a propriedade descrita pela
Equacao (B.33)), e tal demonstragao pode ser encontrada em [66]. As raizes dos po-
linomios de Legendre podem ser facilmente determinadas com alta precisao através
de métodos numéricos e, com os valores das raizes em mao, pode-se determinar os
pesos através do Teorema [B.Il Porém, estes valores ja estao exaustivamente tabe-
lados, e podem ser encontrados com certa facilidade. Na Tabela [B.1] sao reportados

os valores utilizados nesta tese.

Tabela B.1: Pontos de Legendre x; e seus respectivos pesos wj.

7 xz; Wi

1 | 0,987992518020485 | 0,030753241996117
2 | 0,937273392400706 | 0,070366047488108
3 | 0,848206583410427 | 0,107159220467172
4 | 0,724417731360170 | 0,139570677926154
5 | 0,570972172608539 | 0,166269205816994
6 | 0,394151347077563 | 0,186161000015562
7 1 0,201194093997435 | 0,198431485327111
8 | 0,000000000000000 | 0,202578241925561
9 1-0,201194093997435 | 0,198431485327111
10 | -0,394151347077563 | 0,186161000015562
11 | -0,570972172608539 | 0,166269205816994
12 | -0,724417731360170 | 0,139570677926154
13 | -0,848206583410427 | 0,107159220467172
14 | -0,937273392400706 | 0,070366047488108
15 | -0,987992518020485 | 0,030753241996117
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B.6 Mudanca de variaveis

Foi discutido como se fazer uma aproximacao numérica para a integral de uma
funcao definida por f(x) no intervalo [—1,1]. Para se encontrar uma expressao
aplicavel em um caso mais geral, basta se determinar uma mudanca de variaveis
que transforme a integral no intervalo [—1,1] em uma integral com limites [a, b].

Para tal, supoe-se uma mudanca de variaveis linear em z:
r=At+ B. (B.39)

Considerando que:
e r=a=1t=—1,
e r=b=t=1,
é facil mostrar que a substituicao procurada é do tipo:

r= (b;“)t+(b;a), (B.40)

0 que permite escrever:

b 1
/af(x)d:c:b;a/_lf(b;ax—i-b;a)dx. (B.41)

Assim, fazendo uso da Equagao (B.Il), chega-se na seguinte expressao:

b b—a o b— b
/af(a;)dgm QQ;M( 2a:p,~+ ;“) (B.42)
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