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Resumo

Neste trabalho foi proposta uma classe de modelos dinamicos hierarquicos para respostas per-
tencentes a familia exponencial de distribuicdes, com o principal objetivo de obter um modelo capaz
de capturar a estrutura espago-temporal presente nos dados, permitindo fazer interpolagéo espacial
e previsao temporal para processos de natureza ndo gaussiana. Os modelos foram estruturados de
forma hierarguica com parametros variando no tempo e/ou no espaco. A variagao temporal foi definida
através da especificacao de estruturas dinamicas no tempo e a variacao espacial através de funcoes de
correlagao paramétricas. Foram propostos quatro modelos para processos de contagem e continuos,
contemplando também a possibilidade de conjuntos de dados inflacionados de zeros. Em particular,
foram considerados os casos em que a variavel resposta tem distribuicdo Poisson e uma mistura de
duas outras distribuicoes: Gama e Bernoulli. O procedimento de inferéncia foi feito sob o enfoque
bayesiano e uma metodologia de estimacao foi desenvolvida através dos métodos de Monte Carlo via
cadeias de Markov (MCMC), utilizando para a validagao do algoritmo de estimagao, conjuntos de dados
artificiais gerados a partir dos modelos propostos.

A aplicagao dos modelos espago-temporais e do procedimento de inferéncia foi realizada para
dois conjuntos de dados reais. O primeiro referente as observagoes trimestrais da quantidade de chuva
coletadas ao longo de 103 anos na regido leste da Australia e o segundo relativo ao nimero de tornados
reportados anualmente em 32 estados norte americanos, ao longo de 60 anos.

Palavras-Chaves: modelos espago-temporais, inferéncia bayesiana, modelos dinamicos, familia
exponencial, modelos de mistura, Monte Carlo via cadeias de Markov.

1 Introducao

Ao longo da década de 90, houve um aumento substancial no nimero de pesquisas sobre mo-
delagem espago-temporal. Isto ocorreu devido a importancia do entendimento de fenébmenos espago-
temporais como solugdes de questdes cientificas em diversas areas, tais como ciéncias ambientais,
economia, mapeamento de doengas, etc. O poder crescente dos computadores tem tornado possivel a
analise de grandes bancos de dados que variam no espaco e no tempo, através de modelos cada vez
mais realistas.

Harrison e Stevens (1976) propdem o uso de uma ampla classe de modelos para tratar séries
temporais, denominada modelos dinamicos. Diversos modelos espago-temporais baseados em mode-
los dinamicos tém sido propostos na literatura para uma gama de aplicagdes como, por exemplo, em
meteorologia (Ghil et al., 1981), andlise de ozbnio (Guttorp et al., 1994) e meio ambiente (Wikle et al.
(1998) e Huerta et al. (2004)). A maior classe destes modelos é aquela que se baseia no uso da familia
exponencial de distribuicdes (West e Harrison (1997)) para a modelagem das observacgoes.

Zellner et al. (1991) e Min e Zellner (1993) mostraram que a introdu¢do de uma estrutura hierarquica
na modelagem de séries temporais multivariadas com parametros que variam no tempo produz ganhos
na previsao. Uma combinagao entre os modelos hierarquicos de Lindley e Smith (1972) e os modelos
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dinadmicos de Harrison e Stevens (1976) foi proposta por Gamerman e Migon (1993), introduzindo os
modelos dindmicos hierarquicos.

As estruturas dos modelos dinamicos hierarquicos podem ser estendidas em varias diregdes. Por
exemplo, quando se deseja modelar processos indexados ao longo do tempo, é natural pensar que
observagdes em instantes de tempo subsequentes sejam altamente correlacionadas. Por outro lado,
se as observagoes sao espacialmente referenciadas, é natural esperar que para localizagdes proximas
entre si, o processo se comporte de forma semelhante e, conforme a distancia entre as localizagoes
aumenta, as observagoes vao se tornando independentes. Especificamente, o interesse esta em mo-
delar processos que variam simultaneamente ao longo do tempo e espago, e que, além disso, possam
ser modelados por uma distribuicdo pertencente a familia exponencial.

Na secao 2, uma formulagao geral dos modelos dinamicos hierarquicos com estrutura espago-
temporal para dados na familia exponencial sera apresentada. Posteriormente, serdo discutidos os
procedimentos de inferéncia e os esquemas de amostragem utilizados nestes modelos para os casos
especificos em que a variavel resposta tem distribuigao Poisson, além de uma mistura de duas outras
distribuigoes: Gama e Bernoulli. Na se¢ao 3, os modelos propostos serdo aplicados a dois conjuntos
de dados reais. A primeira aplicacdo é referente a modelagem do numero de tornados reportados
nos Estados Unidos e a segunda se refere a modelagem da quantidade de chuva na regiao leste da
Austrdlia. Por fim, na secédo 4 serao apresentadas as conclusdes e possiveis extensdes deste trabalho.

2 Formulacao Geral dos Modelos

Considere um conjunto de periodos de tempo discretos, t = 1,2,...,7, em que para cada ¢,
observa-se a variavel aleatdria Y (s) em um conjunto de N locais no espago s = (s, s2,...,sy). Para
simplificar a notagao, Y(s) sera denotado por Y;. Suponha que Y, tenha distribuicdo pertencente a
familia exponencial com média p,, ou seja,

Y ~ FE(p) 1)

Suponha também gue uma funcéo dessa média possa ser modelada através de uma equacéao de
regressao, de forma que

g(py) = F146014, 2)

em que g(-) € uma fungao de ligacdo apropriada que liga o preditor linear a uma fungdo da média da
distribuicao, F; ; € uma matriz de regressao com dimensdo N x Np e 6; ; € um vetor Np-dimensional
de estados no tempo ¢, com p representando o ndmero de covariaveis acrescido de uma unidade.
Adicionalmente, as equacgdes estrutural e de sistema sdo dadas, respectivamente, por

0, = Fo.05;+va: com vo;~ PG(0,Vay,), 3)
0, = GOy 1+ wy com w; ~ N(0,Wy), (4)

em que F5; € uma matriz de regressdao com dimensao dada por Np x p e 02 ; € um vetor p-dimensional
que evolui no tempo de acordo com a matriz G, de dimenséo p x p. Além disso, Vo € uma matriz
N.p x N.p de covaridncia dos v, ,'s que incorpora a dependéncia espacial no modelo e W, é uma
matriz de covariancia p x p.

Outro modelo com formulacao semelhante aquela definida acima também sera considerado. Neste
modelo, comparativamente a equacao de observagao definida em (2) e com o objetivo de capturar
alguma variabilidade nao explicada pelas covariaveis, um efeito aleatério é incluido na fungao que
modela a média da distribuigao. Desta forma, tem-se que

g(py) =F 1401+ + vy com vy~ N(0,Vi,), (5)

em que V, ; é a matriz de covaridncia N x N do vetor de erros v, ;. Em ambos os modelos, os vetores
01 e 0, sao, por hipotese, independentes dos vetores de erros vy, e va,, respectivamente, assim
como 0, ,_; e w; sdo independentes. As matrizes F,,, Fy, e G, sdo conhecidas, com F;, e Fy,
podendo incorporar covariaveis.

Neste estudo sera abordado um caso particular em que W, = W paratodot e V,, = Vi = 0?1y,
com Iy denotando a matriz identidade de ordem N. A estrutura de correlagao espacial sera definida
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através da distribuigao de v» ;. Assim, a correlagao espacial € dada somente através dos parametros de
regressao 60, ;. Trabalhando sob a hipdtese de isotropia, a fun¢ao de covariéncia depende somente de
d; ;, a distancia euclideana entre as localizagoes s; e s;. A matriz V,; define a dependéncia espacial
no modelo através da fungéo de correlagéo exponencial e é tal que Vo = Vy = (72 exp{—¢.d; ;}) ® L.
Além da fungéo de correlacédo exponencial, outras formas mais gerais também podem ser consideradas.

2.1 Distribuicao Poisson

Modelos para dados de contagem sao amplamente empregados na modelagem de fenbmenos em
diversas areas de estudo. Nesta segao, serdao apresentados modelos para variaveis que representam
contagens de um determinado fendmeno distribuidas de forma discreta no espago e no tempo. Parti-
cularmente, para a modelagem de dados com estrutura espacgo-temporal, um dos modelos dinamicos
comumente utilizados € o modelo Poisson.

2.1.1 Modelo sem Efeito de Sobredispersao

Considere que a variavel aleatéria de interesse Y;(s;), parai =1,2,...,Net =1,2,...,T, repre-
sente contagens, condicionalmente independentes, de um determinado fendmeno e possa ser assu-
mido que tenha distribuigdo de Poisson com média 1. (s;) ou, especificamente, sua fungao de probabi-
lidade seja da seguinte forma:

pe(5:)¥¢ ) exp{—pu(si)}
Ye(si)! '

P(Yi(s:) | pe(s:)) =

Para a modelagem de dados de contagem com estrutura espago-temporal, um dos modelos dinami-
cos comumente utilizados é o modelo Poisson, que assume intrinsecamente que a média e a variancia
do processo sob observagdo sao iguais e evoluem no espago e no tempo através de uma estrutura
dinamica. Assim sendo, o primeiro modelo apresentado na segao 2 pode ser reescrito como

Yi|p, ~ Poi(p,), t=1,2,...,T (6a)
log(py) = Fi.:601, (6b)
01, = Fa405,+vay, vau~PG(0,77exp{-0.d;;}RI,) (6¢)
0>y = Gy 1 +wy, wy~N(O,W). (6d)

O intuito de usar modelos de variacio espacialmente continua para dados de contagem leva a idéia
de dissolver os limites das areas em superficies continuas.

Procedimento de Inferéncia

Assumindo que o processo Y; possa ser modelado como em (6), o objetivo entdo é estimar as
quantidades desconhecidas envolvidas. DefinaY = (Y, Yo, ..., YY), oo = (pq, po, .., pp), 01 =
(011,012, ...,017),05=(051,05,,...,0,7) e ¥ como a colegdo de todos os parametros. Sob o
modelo (6) e considerando o caso em que p > 1, o vetor paramétrico a ser estimado é dado por

v = (91762732,07¢7T27W)' (7)

Como a inferéncia sera feita sob o enfoque bayesiano precisa-se atribuir uma distribuicao a priori
para o vetor paramétrico ¥. E razoavel assumir que os hiperparametros sao independentes a priori, e
portanto, a distribuigao conjunta é dada pelo produto das distribuigdes marginais. As distribuicdes a pri-
oripara os vetores paramétricos 6, e 0, seguem diretamente da definicdo das estruturas dindmicas em
6¢c e 6d, respectivamente. Para os demais elementos que compdem o vetor paramétrico, denominados
hiperparametros, as distribuicdes a priori atribuidas estéo especificadas a seguir.

A informacao a priori, Dy, a respeito do vetor 6 ,, € quantificada no instante inicial ¢ = 0, através do
primeiro e segundo momentos da distribuicdo Normal, ou seja, 02 9| Dy ~ N(my, Cy). Para o parametro
¢ foi atribuida a priori Gama, ou seja, ¢ ~ Ga(ay, B), em que Ga(ay, B4) denota a distribuicdo Gama
com média «a, /84 € variancia a, /,Bﬁ, para oy, B > 0. Para o pardmetro 72, a variancia do processo
gaussiano, foi atribuida uma priori tal que 72 ~ GI(a., 3;), em que GI(«,,3,) denota a distribuigao
Gama invertida com média 3, /(a, — 1), para a, > 1 e variancia 82/(a, — 1)%*(a, — 2), para a, > 2.
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Para a matriz de covariancia W foi assumido a priorique W ~ W1I(m,S), em que WI(m,S) denota a
distribuicdo Wishart invertida com m graus de liberdade e matriz de escala S.

Sob o enfoque bayesiano, toda informagao necessaria sobre um parametro esta descrita por sua
distribuigdo a posteriori. Dada toda a informag¢ao Dy = (Dg,y1,¥s,---,yr), a distribuicdo a posteriori
do vetor paramétrico ¥ é dada por

P(T | Dr) o< p(B2,0)p(W)p(r*)p(0) [ [ P(B2r | 82,11, W)

t=1

T N
x| TL1IP(ri(si) [ 026,60, 7°)P(ye(s:) | O1,1(s:)

t=14=1

Como a distribuicao p(¥|Dr) nao tem solugdo analitica, uma forma de obter amostras desta
distribuicao € a utilizagcdo de métodos de simulagao estocastica. Os métodos MCMC sao uma al-
ternativa em problemas complexos nos quais a distribuicdo a posteriori nao pode ser explicitada. O
conjunto de parametros ¥ é amostrado através de um algoritmo que utiliza o0 amostrador de Gibbs. A
matriz W é amostrada através de sua condicional completa a posteriori, cuja forma é conhecida. Os
parametros 6 o e 6, sdo amostrados através do algoritmo FFBS (do inglés Forward Filtering Backward
Sampling) (Frihwirth-Schnatter (1994) e Carter e Kohn (1994)). Por fim, 8,, 7> e ¢ sdo amostrados
através de passos de Metropolis-Hastings, apds a especificacao de distribuigées propostas adequadas.
A distribuicao proposta para 8, ; € uma distribuicdo Normal centrada no valor corrente do parametro.
Para a amostragem dos parametros 72 e ¢ foram propostas distribuicoes Lognormais centradas nos
valores correntes dos respectivos parametros. As variancias das distribuigoes propostas no algoritmo
de Metropolis-Hastings sao fixas para cada parametro e foram ajustadas de forma que as taxas de
aceitacdo estivessem entre 20% e 50%.

Previsao Temporal

Suponha que se deseja trabalhar com um horizonte de previsao de h passos a frente, a partir de
um instante T' qualquer. Dessa forma, o interesse & obter amostras da distribuigdo (Yrin | Y). A
distribuicao conjunta a posteriori dadas as observagdes passadas pode ser escrita como

P(Y7i4n, 01,1040, 02710, % | Y) = p(Yrun|01,000)PO114n | O2.04n, 77, @)
x  p(O2,14n | O2,7, W)P(T | Y).

Da equagéo acima tem-se que p(¥ | Y) pode ser amostrada conforme descrito no Ultimo paragrafo
da subsegdo 2.1.1. As distribuicoes p(Yrin | 01.7+1) € P(O1.741 | O274n, 72, ¢) SAO conhecidas, e
p(@2r+n | B2, W) pode ser faciimente obtida através do uso repetido da equacao de evolugao de
0, 1, tal que

h

O2rin = Grinberin1+wrin =Hron(h)0ar + > Hryn(h — k)wr ik,
k=1

emaque Hr (k) = GrynGrin—1... Grin—i+1 paratodo t e inteiro k < h, com Hr4,(0) =I,. Assim,

a partir das suposigoes de independéncia feitas na secao 2 e utilizando propriedades da distribuicao
Normal, segue que

h
Os7h | 027, W~ N (Hﬂh(h)aw, > Hypon(h— kYWHf, (b — k)) . 9)
k=1

Portanto, para gerar amostras da distribuicao a posterioride Y. dado 6; 1, além de amostrar
os demais parametros do modelo como detalhado na subsegéo 2.1.1, é necessario adicionar um passo
ao algoritmo MCMC e amostrar 62 14y, de p(02. 141, | 82,17, W), cuja distribuicao esta explicitada em (9).
Em seguida, 6; 7, € amostrado da distribuicdo p(61 71 | O2.7+h, 7%, 0) € Yrip de p(Yrin | O1.1744)-

Interpolagao Espacial

Suponha que os dados sdo observados em um conjunto de locais S° = (s1,52,...,sy) C R2e 0
interesse seja interpolar a variavel resposta para outras r localidades S™ = (Sy4+1, SN+2, .- SN+r) €M
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um dado periodo de tempo ¢. Seja Y¢ o vetor N-dimensional de valores que foram observados no tempo
t e uf o vetor de mesma de dimensao representando suas respectivas médias. Considere também
Y7, o vetor r-dimensional de valores a serem interpolados no tempo ¢ e u}" suas respectivas médias.
Analogamente, defina F¢ ; como uma matriz de dimensao N x N.p incorporando possiveis covariaveis
relacionadas a variavel de interesse Y¢ e 07 , os coeficientes associados a estas covariaveis. Utilizando
0 mesmo raciocinio, F{, & uma matriz r x r.p também incorporando possiveis covaridveis relacionadas
a variavel de interesse em locais n&o observados Y} e 67, sdo seus coeficientes. Defina também
Vs = (v8,(51), v (s2),-- ., v (sn)) € vE, = (V5 (sn+1), v (Sn42), - VB (Snr)) -
Dessa forma, o modelo (6) pode ser escrito da seguinte maneira

Y9(s;) ~ Poi (ul(s;)) para i=1,2,....N e t=12,...,T,
Y?’(SN+]€)NPO’£(LL?’(SN+]€)) para k=1,2,...,r.

As demais componentes observadas e nao observadas do modelo podem ser descritas em notagao
matricial, de forma que

< log(pf) ) _ < F{, Onxrp > < 07, )
IOg(H’?) 07‘><N.p Fit 6711,t

o Fe ve v V¢ Von

1.t _ 2t 2.t 2.t ~ 2 2
(o )= (i Joue (V) oom (330 ) ~rolo (Vi Vi) on.
92,t = Gteg,t_l +wy COM  wy ~ N(O,W) y

em que V3, V3", V3° e VI sdo particdes de V,, obtidas a partir da funcdo que define a estrutura
espacial de 6, ;.

Seja ¥* o vetor formado pelos hiperparametros do modelo, ou seja, ¥* = (72,¢,602, W). Sob a
hipdtese de F , e FT, serem conhecidas, a distribui¢io conjunta a posteriori € dada por

POY(, 07,07, 05,7 [ Y7) = p(Y{[607, )07, | 67,02, ¥")P(07 054, W™ [ YY)

Para amostrar desta distribuicao precisa-se amostrar de cada uma das distribuicées da equagao
acima separadamente. Inicialmente, uma amostra de p(67 ;,02, ¥* | Y7) € obtida através do proce-
dimento detalhado na subsegao 2.1.1. Em seguida, uma amostra da distribui¢éo p(67 , | 87,62, ¥") &
obtida utilizando propriedades da distribuicdo Normal, de tal forma que 07, | 05 ;, 02 ;. ¥~ N(M,Hy),
em que My = F3,60,, + (V5° @ L,)(V§ @ L) 167, — F3,0,,) e Hy = [V§ — V39(VE)~"lVe"| @
I,. Por fim, uma amostra de p(Y} | 67,, ¥") é obtida utilizando o fato de que p(Y} | 67,,¥") =
[Teei PO (snvk) | 07 4 (svk), ®7) € Y (sve) | 07y (sneek), ¥ ~ Poi( pii! (snk) )-

A validagao do algoritmo de estimagdo foi realizada através de um conjunto de dados artificiais
gerado a partir do modelo proposto em (6). A geracdo dos dados artificiais foi feita com o auxilio
do software R versao 2.13.0 (R Development Core Team, 2009) e as simulagdes estocasticas foram
realizadas com o software Ox versao 5.1 (Doornik (2008)). Os detalhes da andlise de dados artificiais
ndo serdo apresentados aqui.

2.1.2 Modelo com Efeito de Sobredispersao

A distribuicao Poisson é frequentemente utilizada para a modelagem de dados de contagem e, com
isso, a média e a variancia do processo sob observagao sao assumidas iguais, o que raramente ocorre.
Na pratica, o que geralmente se observa € que a variancia do processo € maior que a média, fendmeno
este denominado de sobredispersdao. De forma particular, a estrutura dinamica imposta a média da
distribuigao de Poisson no modelo dinamico é capaz de capturar algum efeito de sobredispersao, porém
pode nao ser suficiente para explicar toda a variagdo do processo de interesse. Assim, para capturar
a variagao extra pode-se considerar modelos de mistura, ou equivalentemente, incluir efeitos aleatorios
na média ou em alguma funcdo da média da distribuicao. Esta Ultima alternativa sera usada aqui para
contornar possiveis efeitos de sobredispersao, de forma que o segundo modelo apresentado na segao
2 sera reescrito como

Y:|p; ~ Poi(pui), t=1,2,...,T (10a)
log(p}) = Fi.01:+vis, vie~ N(0,0%IN) (10b)
0., = F9,05,+vey, va,~ PG (0, 72 exp{—¢.d; ;} ® Ip) (10c)
0:: = G02: 1 + wi, wi ~ N(0,W). (10d)
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A diferenga na estrutura dindmica de u, € a inclusao de um erro aleatério com distribuicdo Normal
na equagao em (6b). Da equagédo em (10b), tem-se que

/,l,: = exp(Fl,tel,t + Vl,t) (1 1 a)
= exp(Fy1,01,)exp(viy) (11b)
= 0, (11c)

em que p, = exp(F,.:0:,) segue a mesma estrutura dindmica vista em (6) e d; = exp(vi,.), para
t=1,2,...,T, segue uma distribuicao Lognormal com vetor de médias igual a 0 e matriz de covariancia
V= O'ZIN, isto é, 9, | Vi~ L]\T(O,Vl)

O vetor paramétrico §;, neste modelo, tem como finalidade capturar algum efeito de sobredis-
persdo que possa existir nos dados e que nao é explicado pela estrutura dinamica em 6b, 6¢ e 6d.
A distribuigdo marginal de Y, com respeito a §;, parat = 1,2,...,T, ndo possui forma conhecida.
No entanto, utilizando propriedades da esperanca e da variancia condicional, pode-se mostrar que
a série temporal para cada localidade i é tal que E(Y; | e, Vi) = prexp (%) e Var(Yy | pe, V1) =
[t €XP (%) + p? exp(Vi)[exp(V1) — 1]. Portanto, o modelo Poisson-lognormal é capaz de capturar a
sobredispersio através de um efeito aditivo positivo na média do processo.

Procedimento de Inferéncia

Assumindo que o processo Y, possa ser modelado como em (10), o objetivo entdo é estimar as
quantidades desconhecidas envolvidas. Sob este modelo e considerando o caso em que p > 1, o vetor
paramétrico a ser estimado é dado por

¥ = (N791792702,07027¢7727W)' (12)

As distribuigbes a priori para os vetores paramétricos u, 8, € 6, seguem diretamente da definigao
das estruturas dindmicas em 10b, 10c e 10d, respectivamente. Para os hiperparametros, 8-, ¢, 72 €
W, as mesmas distribuicdes a priori atribuidas aos parametros do modelo da subsegao 2.1.1 também
foram atribuidas neste caso. Para o2 atribuiu-se uma distribui¢do a priori dada por o ~ GI(a,, 35).

Dada toda a informagéo D, a distribuicio a posteriori do vetor paramétrico ¥ é dada por

T
P(¥ | Dr) o p(B20)p(W)p(r*)p(¢)P(0”) [ [(P(02s | 62,01, W)]

t=1

X

[IP(O14(s) [ 0,66, T*)P(1s (i) | O1.4(50), 0*IP(yi (s2) | pae(s:)

T
=1i=1

t

Novamente, a distribuigdo p(¥ | D7) ndo tem solugao analitica. Os parametros 8;, W e o2 sdo
amostrados através de suas condicionais completas a posteriori, cujas formas sao conhecidas. Os
parametros 6, € 6, sdo amostrados através do algoritmo FFBS. Por fim, u, 72 e ¢ s@o amostrados
através de passos de Metropolis-Hastings, apds a especificagao de distribuigdes propostas adequadas.
As distribuigdes propostas para a amostragem dos pardmetros pu,, 7> € ¢ sdo Lognormais centradas
nos valores correntes dos respectivos parametros e as variancias das distribuicoes propostas sao fixas
e foram ajustadas de forma que as taxas de aceitagao estivessem entre 20% e 50%.

Previsao Temporal

No caso do modelo (10), a distribuicao conjunta a posteriori dadas as observacdes passadas pode
ser escrita como

P(Y1in, i 01,740, 02741, CY) = p(Yrenlpp )P yn01,040,07)
X P(01,741]02, 711,72, O)P(O2,711]02,7, W)P(E[Y).

Logo, tem-se que p(¥ | Y) pode ser amostrada através de um algoritmo que utiliza o amostrador
de Gibbs, como descrito na subsegéo 2.1.2. As distribuicdes p(Yrin | pron)s P(Hrop | 01,748, 0%)
e p(011+n | O2.74n, 72, ¢) sd0 conhecidas. Assim, para gerar amostras da distribuicdo a posteriori de
Y, dado pp,,, além de amostrar os demais parametros do modelo como detalhado na subsecéo



2.2 Distribuicdo Gama Inflacionada de Zeros 2 FORMULACAO GERAL DOS MODELOS

2.1.2, é necessario adicionar um passo ao algoritmo MCMC e amostrar 0z 145, de p(02. 744 | 02,7, W),
cuja distribuicdo é a mesma explicitada em (9). Em seguida, 6; v, é amostrado da distribuicao
P01 141 | 02,741, 72,¢) € pp,, € amostrado de p(pyyy, | 01,744,0%). Por fim, Y1, é gerado de
P(Yrin | Brin)-

Interpolagao Espacial

Suponha novamente que os dados sdo observados em um conjunto de locais S° = (s1,...,sny) C
R? e o interesse seja interpolar a variavel resposta para outras r localidades S™ = (sy11,.-.,Sx+,) €M
um dado periodo de tempo ¢. Considere também v{, = (v{(s1),..., V] (sn)) € Vi, = (VI (sn+1),
..., v .(sn.r)), vetores de erros aleatérios observados e ndo observados, respectivamente. Assim
como no modelo (6), o0 modelo (10) pode ser escrito da seguinte maneira

YO(s;) ~ Poi (ul(s;)) para i=1,2,....N e t=12...,T,
Y (snik) ~ Poi (puy(syyr)) para k=1,2,...,r.

As demais componentes observadas e nao observadas do modelo podem ser descritas compacta-
mente em notagdo matricial, tal que

log(pf) ) F?{, Onxrp 07, Vi Vi > 2
= ) n + " s ) ~ N(0,0°IN+s),
( log (1) O0,xnp FTy 01, Vi A (0,0%Ln+r)

0(1),t _( F3, X V3 V3 oovgr
( o1, ) - < g, )00t v ) U, )P0 vge vy ) o0
02715 = Gt92,t—1 +we, Wiy N(O,W) .

Seja ¥* o vetor formado pelos hiperparametros do modelo, ou seja, ¥* = (02,72, ¢, 62,9, W). Sob
a hipétese de F? , e FT, serem conhecidas, a distribui¢do conjunta a posteriori ¢ dada por

PO, by, 117507 4,074,020, 07 | Y7) = p(Y(" | p, 07, ®7)p(log(pey') | log(pf), 07 4, )
X P07, 07,02, W7 )p(uf, 07 .02, 9" [ YY)

Para amostrar desta distribuicao precisa-se amostrar de cada distribuicao da equagao acima sepa-
radamente. Inicialmente, uma amostra da distribuicéo p(u?, 87 ;, 02, ¥* | Y7) € obtida através do pro-
cedimento detalhado na subsec¢éo 2.1.2. Em seguida, uma amostra de p(67, | 67,02, ¥") é obtida
utilizando propriedades da distribuigao Normal, de tal forma que 67, | 69 ,.02,, %" ~ N(M;,H;) , em
que M; e H; sao como especificados na subsecao 2.1.1. Analogamente, uma amostra de p(log(u})
| log(uf), 67,, ¥*) pode ser obtida utilizando o seguinte resultado: log(pi') | log(pf), 67 ,, ¥* ~
N(M;,H;) , com M, = F7,07, e Hy = ¢”L.. Por fim, uma amostra de p(Y} | up,07,, ) é
obtida utilizando o fato de que p(Y} | uy, 07, ¥") = [Tici PY (sn4k) | pr(sn1k), 07 (58 1k), ©F)
e Yy (sntw) | 17 (SN+k), 07 (Sn+k), ¥ ~ Poi( pi (sn4k) )-

Com o intuito de validar o algoritmo de estimagao, um conjunto de dados artificiais foi gerado a
partir do modelo proposto em (10). O procedimento de geragao dos dados artificiais e as simulagdes
estocasticas foram realizados da mesma forma descrita no modelo sem efeito de sobredispersdo da
subsegdo 2.1.1. De acordo com o modelo 10, deve-se especificar ainda uma distribuicao a priori para
o parametro o2. Foi atribuida uma distribuicdo Gama invertida, a priori, com o, = 2,001 € 3, = 1,001.

2.2 Distribuicao Gama Inflacionada de Zeros

Nesta secao, serao considerados modelos para variaveis ndo negativas distribuidas continuamente
no tempo e espago, contemplando também a ocorréncia de valores nulos. Exemplos comuns incluem a
modelagem de poluentes do ar em grandes centros urbanos, a velocidade do vento, etc. Dados desta
natureza podem conter muitas observag¢des assumindo o valor zero, fazendo com que haja uma grande
sobredispersao. Assim, € necessaria a utilizagdo de modelos que considerem a inflagao de zeros, os
quais sado conhecidos na literatura como modelos espago-temporais inflacionados de zeros. A idéia
é incluir uma massa de probabilidade no ponto zero, inflacionando suas possibilidades de existir no
modelo. Vale ressaltar que esse tipo de conceituacao pode ser estendida, em especial, para qualquer
outro valor que se deseje modelar. Entretanto, de maneira geral, o interesse esta no valor zero.
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2.2.1 Modelo sem Efeito de Sobredispersao

Considere que a variavel aleatéria de interesse Y;(s;), para: =1,2,..., Net =1,2,...,T, repre-
sente quantidades continuas e nao negativas de um determinado fenémeno, em que ocasionalmente
podem ser medidos valores nulos. Defina agora uma varidvel aleatdria latente X,(s;), seguindo uma
distribuicao Bernoulli representando a “presenga” (X;(s;) = 1) do processo que esta sendo observado,
0 que ocorre com probabilidade ¢;, ou “auséncia” (X, (s;) = 0) deste processo, 0 que ocorre com pro-
babilidade (1 —¢;), paraj = 1,2,...,J, em que a dimensdo do vetor & = (&,&,...,&s)" é definida a
partir de caracteristicas observadas do fendmeno de interesse em cada tempo ¢ e localidade s;. Assim,

Xi(si) | & ~ Ber(&;)- (14)

Como exemplo de definicdo da dimensao do vetor &, considere o caso em que se deseja modelar
a quantidade de chuva em localidades e periodos de tempo especificos. Suponha que a regiao de
estudo possa ser caracterizada por dois periodos bem definidos, seco e chuvoso, identificando um
fendbmeno sazonal. Além disto, sabe-se que a quantidade de chuva é influenciada por diversos fatores,
tais como temperatura, umidade e pressao. A influéncia destes fatores pode agir de forma diferenciada
nas localidades de interesse, de forma que algumas localidades, em média, sdo mais secas do que
outras independentemente do periodo de tempo considerado. Neste caso, tem-se j = 4 cenarios
distintos que podem ser representados a partir da combinacao de periodos e localidades secos ou
chuvosos. Sao eles:

Cenario 1: Estacdo seca e periodo seco.
Cenario 2: Estacao seca e periodo chuvoso.
Cenario 3: Estacio chuvosa e periodo seco.
Cenario 4: Estacao chuvosa e periodo chuvoso.

Quando o processo esta presente, serd assumido que Y;(s;) tem distribuicao Gama com parametros
a € f(;(s;) ou, especificamente, se sua fungao densidade de probabilidade é dada por

_ ﬁt(si)a

T(a) yi(s:)®'exp{—Bi(si)yi(si)}, com (15)

P(Yi(si) | a, Bi(si))

E(Yy(s:)) = pu(si) = % e Var(Yi(s)) = ﬂt(j_)Q. (16)

Seja v o coeficiente de variagao desta distribuicao, que informa a dispersao dos dados em torno da
média. Por definigao,

v Var(Yi(s;)) 1 (17)
V=" = —F—.
E(Yi(s:)) Ve
Portanto, a densidade em (15) podera ser reescrita em termos de sua média p+(s;) e do coeficiente

de variagao v. Ainda, de acordo com (16) e (17), os novos parametros o* e 3; (s;) da distribuigao Gama
serao dados por

1

1
of=— e Bi(si)= V2 pe(s;)

2

A dependéncia espago-temporal novamente aparece no modelo sob a forma de efeitos aleatérios
espacial e temporalmente estruturados, de forma que o modelo mais simples definido na se¢éo 2 sera
reescrito como

Yi|lpy, v ~ Ga(a®,B), t=12,....,T (18a)
log(p;) = Fi.01, (18b)
01, = Fa.05,+vay, vau~PG(0,7°exp{—¢.d;;}RIL,) (18¢c)

02y = GO 1+wy, w~NOW) (18d)

Por definigao, tem-se com probabilidade &;, um valor que vira da distribuicdo p(Y;(s;) | X¢(si) =
1, ue(s;),v) que, neste caso, é a distribuigdo Gama. Os eventos Y;(s;) = 0 serdo provenientes apenas
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da distribuicdo Bernoulli e a variavel latente X;(s;) terda uma relacdo deterministica com a variavel
resposta Y;(s;), que pode ser verificada a partir das seguintes probabilidades condicionais:

P(Xi(si) = 1|Yi(si)=0)=0;

P(Xu(ss) = 0] Yilsi)=0)=1;

P(Yi(si) = 0]Xi(si) =1 pe(si),v) =0;
P(YVi(st) = 0 Xo(s) = 0, pu(ss),) = 1

A partir das probabilidades descritas acima e da expressao em (14), pode-se escrever a fungao de
probabilidade conjunta de X;(s;) e Yi(s;), parat=1,2,...,7, i=1,2,...,.Nej=1,2,...,J,como

P(Yi(si), Xe(si) [ &y pel(si)sv) = p(Ye(si) | Xe(80): &Gy pe(0), vIP(Xe(80) | &5y pe(84), v)

( )
P(Yi(si) | Xi(si), pe(si), v)P(Xi(si) | €5)
{ p(Ye(si) [ pe(si),v)€.  (Xi(si) = 1, Yi(si) > 0)

=1,Y;
1 — 5] (Xf(?,) = O,Y;(%) O)
0, caso contrario

Equivalentemente, a fun¢éo de probabilidade conjunta p(Y;(s;), X:(s;) | &;, p(s:),v) é dada por

(Pl | o v)gg} ) 1= gy, (uteg = Lkl > (19

e assume o valor zero, caso contrario. Adicionalmente, a fungao de probabilidade marginal de Y;(s;)
comrelagdo a X,(s;),para t=1,2,...,7T, i=1,2,...,N e j=1,2,..... J, € daforma

P(Ye(si) | &5y 1e(si),v) = P(Ye(si) | (i), )& + (1 = &) L(vy(s1)=0) (20)

em que Iy, (s,)—0) € uma fung&o indicadora da ocorréncia de um valor zero na observagéo Y;(s;). Note
que, desta forma, a probabilidade de obter um valor 0 (zero) esta sendo inflacionada. Esta modelagem
se comporta de maneira especial, pois todas as ocorréncias do evento Y;(s;) = 0 estardo associadas a
distribuicdo de Bernoulli.

O modelo de mistura para dados inflacionados de zeros nao esta restrito a distribuicido Gama, isto
é, outras distribuicdes continuas ou discretas podem ser utilizadas em uma mistura com a distribuicao
de Bernoulli.

Procedimento de Inferéncia

Assumindo que o processo Y, possa ser modelado como uma mistura entre a distribuicdo Gama
descrita em (18) e a distribuicdo de Bernoulli em (14), o objetivo agora é estimar as quantidades des-
conhecidas envolvidas.

Defina Y = (Yl, Yo, ..., YT)/, X = (Xl, D, CT XT)/, £ = (51, 62, ey f])/, o= (IJ’I! Moy -y [.I,T)/,
01=(011,60152,...,017),02=(021,6055,...,051) e ¥ como a colecdo de todos os parametros. Note
que, se Y;(s;) > 0, entdo X;(s;) = 1 e se Y;(s;) = 0, entdo X,(s;) = 0. Dessa forma, ndo é necessario
estimar X. Considerando o caso em que p > 1, o vetor paramétrico a ser estimado é dado por

¥ = (91702702,07¢7T27W7V7£)' (21)

Como a inferéncia sera feita sob o enfoque bayesiano precisa-se atribuir uma distribuicdo a priori
para o vetor paramétrico ¥. Sera assumido que os hiperparametros sdo independentes a priori, e
portanto, a distribuicao conjunta sera dada pelo produto das distribuicbes marginais. As distribuicoes a
priori para os vetores parameétricos 6, e 6, seguem diretamente da definigdo das estruturas dinamicas
em 18c e 18d, respectivamente. A informagao a priori, Dy, a respeito do vetor 65, é quantificada
no instante inicial ¢ = 0, através do primeiro e segundo momentos da distribuigao Normal, ou seja,
02,0|Dy ~ N(myg, Cy). Para o parametro ¢ foi atribuida a seguinte distribuicao a priori: ¢ ~ Ga(ay, By).
Para o parametro 72, da matriz de correlagao espacial foi atribuida uma priori tal que 72 ~ GI(a, 3;).
Para a matriz de covariancia W foi assumido a priorique W ~ WI(m,S). Para o coeficiente de variagao
v, foi atribuida uma distribuigdo Gama, com parametros «,, e 3., ou seja, v ~ Ga(a,, 3,). Por fim, para
o vetor de probabilidades &, assumiu-se a priori que & ~ Dir(a), em que Dir denota a distribuigao
Dirichlet com parametros a = (a3, s, ..., ).
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Dada toda a informacéo Dy = (Do, y1,¥2,- - -, Y1, 1, T2, ..., 21), a distribuicdo a posteriori do vetor
paramétrico ¥ é dada por

==

P(¥ | Dr) o< p(B2.0)P(W)p(T2)p(¢)p(r)P(£)

T N
HHp 011‘ 51 |021‘7¢7

t=1:=1 t=11¢

P02 | 0241, W)]

t=1

J
p ~Lf 57) |§]>011‘(57) )

Eﬂ
',:]z

<.

1j=1

Novamente, a distribuicdo p(¥|Dr) ndo tem solugdo analitica e os métodos MCMC serao utilizados
para obter amostras desta distribuigdo. A matriz W e as componentes do vetor £ sdo amostradas
através de suas condicionais completas a posteriori, cujas formas séo conhecidas. Os pardmetros 0, o €
0, sdo amostrados através do algoritmo FFBS. Por fim, 8, 72, ¢ e v sdo amostrados através de passos
de Metropolis-Hastings, apds a especificagdo de distribuicdes propostas adequadas. As distribuigoes
propostas para 6, ., 7> e ¢ sdo as mesmas atribuidas no modelo sem efeito de sobredispersao da
subsecdo 2.1.1. Para a amostragem do parametro v foi proposta uma distribuicio Lognormal centrada
no valor corrente do parametro. As variancias das distribuicées propostas no algoritmo de Metropolis-
Hastings foram estabelecidas segundo o critério especificado nas subsegbes 2.1.1 e 2.1.2.

Previsao Temporal

Suponha que se deseja trabalhar novamente com um horizonte de previsao h passos a frente, a
partir de um instante 7' qualquer. Dessa forma, o objetivo € obter amostras da distribuigao (Y11, | Y).
A distribuicdo conjunta a posteriori dadas as observagbes passadas pode ser escrita como

PY7rin, Xrgn, 01,740, 02740, ¥ |Y) = p(Yrin | Xogn, 01,740, V)P(Xrpp | §)
X p(O1,74n | 02,T+ha7'2:¢)p(92,T+h | 027, W)
< p(¥|Y).

Da equagao acima tem-se que p(¥ | Y) pode ser amostrada como descrito na subsegao 2.2.1.
As distribuigoes p(Yrin | Xotn, 01740, 0)s PXrin | €) € (01,741 | 021741, T2, ) S0 conhecidas, e
p(O2,r+1 | 027, W) pode ser facilmente obtida assim como nos modelos anteriores, de tal forma que

h
02,T+h | 92/1*, W~ N (HTJrh(h)eQ’T, Z HT+h(h — k)WHTJrh(h — k)/) . (23)
k=1

Portanto, para gerar amostras da distribui¢céo a posterioride Y. dados X1, 017+ € v, alémde
amostrar os demais parametros do modelo como detalhado na subsegao 2.2.1, € necessario adicionar
dois passos ao algoritmo MCMC amostrando X7, de p(Xryp | €) €, se Xryn(s;) = 1, parai =
1,2,...,.Net =1,2,...,T, entdo amostra-se 2 1., de p(@2 1+ | 021, W), cuja distribuicdo é a
mesma explicitada em (23). Em seguida, 6, 7, € amostrado da distribuicao p(61 71, | 02 17+1, 72, ¢) €
Yoo de p(Yrpn | Xrgn, 01,740, V).

Interpolacao Espacial

Suponha agora que os dados s&o observados em um conjunto de locais S°=(sy, sa,..., sy) C R?
e o interesse é interpolar a variavel resposta para outras r localidades S™ = (sy41,SN42,- -+, SN+s) €M
um dado periodo de tempo t.

Seja Y7 o vetor N-dimensional de valores observados no tempo t e u? o vetor de mesma de
dimensao representando suas respectivas médias. Considere também Y}, o vetor r-dimensional de
valores a serem interpolados no tempo ¢ e u; suas respectivas medias. Analogamente, defina F? ,
como uma matriz de dimensdo N x N.p incorporando possiveis covariaveis relacionadas a variavel de
interesse Y¢ e 67, os coeficientes associados a estas covariaveis. Utilizando o mesmo raciocinio, F7,
€ uma matriz r x r.p também incorporando possiveis covariaveis relacionadas a variavel de interesse
em locais ndo medidos Y[ e 67, sdo seus coeficientes. Defina também v, = (v3 ,(s1), v3(s2), ...,
vS.(sn)) evy, = (vi,(s N+1) vy (snt2), oo VE(sn4r))

Quando o processo esta presente, o modelo (18) pode ser escrito da seguinte maneira

10
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Y;’(si)NGa(l ;> para i=1,2....,.N e t=12,....T,

v2 0 v2u(si)
n 1 1
Yi(sn+k) ~ Ga < P m)

As demais componentes observadas e ndo observadas do modelo podem ser descritas em notagao
matricial, de tal forma que

< log(pf) ) _ ( F?, Oer-p > ( Hi’t )
|Og(/£?) O'rxN.p Fil,t 1,t

o Fe ve ve Vo Von
1,t _ 2, 2,t 2.t ~ 2 2
(o )= (oie Jomer (N ) eom (Vi ) ~rolo (Ve V) om)]

02715 = Gt92,t—1 +w; COM w; ~ N(O,W) R

para k=1,2,...,r.

em que V3, V9", V2° e VI sado particoes de V., obtidas a partir da fungdo que define a estrutura
espacial de 6, ;.

Seja ¥ o vetor formado pelos hiperparametros do modelo, ou seja, ¥* = (&, v, 72, ¢, 029, W). Sob
a hipotese de F9 , e F{, serem conhecidas, a distribui¢io conjunta a posteriori € dada por

P(Y(, XY, 074,67 ,,02, 9" | YY) = p(Yi | XY, 07, ¥ )p(X] | )
X P07, 607,02, ¥ )p(07 02, 9" [ Y7).

Para amostrar desta distribuicao precisa-se amostrar de cada uma das distribuicées da equagao
acima separadamente. Inicialmente, s&o obtidas amostras de p(X} | ¥*) e p(07,,62:, %" | Y?),
através do procedimento detalhado na subsecdo 2.2.1. Em seguida, uma amostra da distribuicdo
p(O7, | 07,62, ") é obtida utilizando propriedades da distribuicdo Normal, de tal forma que

0717/,25 | 9(1),t702,t7 U~ N(MlaHl) 5

em que M; e H; sdao como especificados no modelo sem efeito de sobredispersao da subsecao

2.1.1. Por fim, uma amostra de p(Y} | X},07,, ¥") é obtida utilizando o fato de que p(Y} | X7,

07, ¥) = [Ty PO () | X7 (snn), O (snvn), OF) € Y (snn) | X7 (snn), OF 1 (snn), ¥F ~
1

1

A validagao do algoritmo de estimagao foi realizada através de um conjunto de dados artificiais
gerado a partir do modelo proposto em (18). A geragcao dos dados artificiais foi feita com o auxilio do
software R versdo 2.13.0 (R Development Core Team, 2009) e as simulacdes estocasticas foram reali-
zadas com o software Ox versao 5.1 (Doornik (2008)). Os detalhes dessa andlise de dados artificiais
também nao serao apresentados aqui.

2.2.2 Modelo com Efeito de Sobredispersao

Assim como em 2.2.1, considere novamente que a variavel aleatéria de interesse Y;(s;), para i =
1,2,...,Net = 1,2,...,T, represente quantidades continuas e ndo negativas de um determinado
fendmeno, em que ocasionalmente sdo medidos valores nulos. Neste modelo, a fungdo que modela
a média da distribuicdo também pertence a familia exponencial e contempla, além de covariaveis, um
efeito aleatdrio que traz mais incerteza ao modelo.

Quando o processo esta presente, o segundo modelo da segdo 2 sera reescrito como

Yi|lpe, v ~ Ga(a®,8;), t=12,....,T (24a)
log(p,) = Fi1401:+vis, vie~ N(0,0%Iy) (24b)
01: = Fo:05,+vay var~PG(0,77exp{-¢.d;;}®IL,) (24c¢)

0., = G2 1+w, w, ~NOW). (24d)

Procedimento de Inferéncia

Assumindo que o processo Y, possa ser modelado como uma mistura entre a distribuicdo Gama
descrita em (24) e a distribuicao de Bernoulli em (14), o préximo passo é estimar as quantidades

11
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desconhecidas envolvidas. Sob o modelo (24) e considerando o caso em que p > 1, 0 vetor paramétrico
a ser estimado é dado por

v = (M»91»92>92,0,027¢7727W7V7€)- (25)

As distribuigbes a priori para os vetores paramétricos u, 6, e 85 seguem diretamente da definigao
das estruturas dindmicas em 24b, 24c e 24d, respectivamente. Para os hiperparametros, 6- o, ¢, 72,
W, v e &, as mesmas distribuicdbes a priori atribuidas aos parametros do modelo da subsecao 2.2.1
também foram atribuidas neste caso. Adicionalmente, para o2 atribuiu-se uma distribuigao a priori tal
que 02 ~ GI(ay, By ).

Dada toda a informagdo Dr = (Do, 41, Y2, - - - » YT, Z1, X2, - . . , 1), & distribuicdo a posteriori do vetor
paramétrico ¥ é dada por

T
P(T | Dr) o< p(B2,0)p(W)p(a?)p(r)p(8)p()P(€) [ [[P(B21 | 02,41, W)

N
< ATTLIP®B1i(s0) [ 821, 6,7°)P(pe(s:) | B1,4(s:), 07

t=14=1

T N J
< TTTITTPwe(so)swe(si) | & pelsi),v).
t=1i=1j=1

As componentes dos vetores 6, ; e &, a matriz W e o parametro de variancia ¢ sdo amostrados
através de suas condicionais completas a posteriori, cujas formas sao conhecidas. Os parametros 6,
e 0, sdo amostrados através do algoritmo FFBS. Finalmente, u, 72, ¢ e v sdo amostrados através
de passos de Metropolis-Hastings, apds a especificagcdo de distribuicdes propostas adequadas. As
distribuicdes propostas para u,, 72, ¢ e v sdo distribuicdbes Lognormais centradas nos valores correntes
destes parametros. As variancias das distribuicdes propostas no algoritmo de Metropolis-Hastings
foram novamente estabelecidas segundo o critério especificado nas subsecoes 2.1.1 e 2.1.2.

Previsao Temporal

Suponha que se deseja trabalhar novamente com um horizonte de previsao /. passos a frente, a
partir de um instante 7' qualquer. Dessa forma, o objetivo é obter amostras da distribuigao (Y1, | Y).
A distribuicao conjunta a posteriori dadas as observagoes passadas pode ser escrita como

P(Y1in, X1t ryn 01,740, 021740, PIY) = p(Y7rinlXrin, brp, V)P(Xr1n|€)
P(krsp 01,715, 07)P(O1, 14102111, T, D)
P(O2, 741|027, W)P(P|Y).

X

X

Logo, tem-se que p(¥ | Y) pode ser amostrada através de um algoritmo que utiliza o amostrador
de Gibbs, como descrito na subsegdo 2.2.2. As distribuicbes p(Yr4n | Xrin, tbrin:v), PXrin | &),
P(ran | O1,104n,02), P(O1,14n | O2740, T2, ®) € P(02,74+1]02. 7, W) s@o conhecidas. Assim, para gerar
amostras da distribuicdo a posteriori de Y, dados X4, pr,, € v, além de amostrar os demais
parametros do modelo como detalhado na subsegdo 2.2.2, € necessario adicionar dois passos ao
algoritmo MCMC e amostrar X, de p(Xr4n | €). Se Xpin(s;) # 0, parai = 1,2,...,.Net =
1,2,...,T, entdo amostra-se 02 1, de p(02,7+1, | 02,7, W), cuja distribuicdo € a mesma explicitada em
(23). Em seguida, 6 7, € amostrado da distribuicdo p(61 r+p | 02,741, 72, ¢) € pp ), € amostrado de
P(rap | 01.74h,0%). Porfim, Yr .y, é gerado de p(Yrin | Xrih, rpn, V).

Interpolacao Espacial

Suponha agora que os dados sdo observados em um conjunto de locais S°=(sy, s2,..., sy) C R? e
deseja-se interpolar a variavel resposta para outras r localidades S™ = (sy41,SN42,---,SN4) €M UM
dado periodo de tempo t. Considere também v{, = (v{,(s1),..., V] ,(sn)) € Vi, = (Vi (5N41)s -+ -5

vi.(sn4r))', vetores de erros aleatorios observados e nao observados, respectivamente.
Quando o processo esta presente, o modelo (24) pode ser escrito da seguinte maneira
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Y;’(si)NGa(l ;> para i=1,2....,.N e t=12,....T,

v2 0 v2u(si)

Yi(swik) ~ Ga (&

1 —_—
> m) para k=1,2,...,r.

As demais componentes observadas e ndo observadas do modelo podem ser descritas em notagao
matricial, de tal forma que

log(uf) ) < F{, Onscrp ) < Tt ) < A4 ) < 5 ) 2
n = ’ n n + nl' 9 n7 ~ N 070- I )
< log(ps1') Orxnp FT, 07, Vit Vit ( N+r)

o )= (wie oo (3 ) (V) oo (Vo S ) o)
TL’ = n’ 0 5 + nﬁ bl 7A' ~ P G 07 n T ® I 9
< 1,t F2,t ! Vot sz,t 39 Vi P
0 =G0 1 +wi, wy~NOW).

Seja ¥* o vetor formado pelos hiperparametros do modelo, ou seja, ¥* = (¢,v,02, 72, ¢,62 9, W).
Sob a hipétese de F¢ , e F7, serem conhecidas, a distribuigao conjunta a posteriori € dada por

P(Y P, X7 pifs pf, 07 4,07 . 02,4, WTYP) POYHIXT, pi', 07 4, W )p(XF W)

x p(log(pf)[log(uy), 07, ®)p(67 407 ;, 02,1, ¥")
X p(uf, 01 4,02, OTYY).

Inicialmente, s&o obtidas amostras de p(X} | ¥*) e p(u?,07,,02,, %" | Y7?), através do proce-
dimento detalhado na subsegédo 2.2.2. Em seguida, uma amostra de p(07, | 67, 02, ¥") é obtida
utilizando propriedades da distribuigdo Normal, de tal forma que

0?,7‘, | 9(1),1‘,70277‘,7‘1’* ~ N(Mlle) 3

em que M; e H; sdo como especificados na subsecéo 2.1.1. Analogamente, uma amostra de p(log(u})
| log(uy), 87 ,, ¥*) pode ser obtida utilizando o seguinte resultado:

log(pi') [ log(ke?), 07 1, ®" ~ N(My, Hy) ,

em que M, e H, sdo como especificados na subsecao 2.1.2. Por fim, uma amostra de p(Y? | X7,
pi', 07, ") é obtida utilizando o fato de que p(Y} | X}, uf, 07, ¥") = [Ty POy (snv4k) | X{'(Sn4k),

p (SN ), 074 (sn4k), ®7) @ Y (snk) | X7 (Snie), 1 (Sn4k), 07 (Svn), ¥ ~ Ga ( 7 m) :

3 Aplicacoes

Nesta secao, os modelos propostos serdo aplicados a dois conjuntos de dados reais: o primeiro
referente as observagoes trimestrais da quantidade de chuva coletadas ao longo de 103 anos na regiao
leste da Australia e o segundo relativo ao nimero de tornados reportados anualmente em 32 estados
norte americanos, ao longo de 60 anos.

3.1 Modelando o Numero de Tornados nos Estados Unidos

Do ponto de vista estatistico, a natureza ndo-gaussiana dos dados de contagem, os eventos raros e
a presenca de correlacao espacial e temporal sdo alguns dos fatores que podem dificultar o processo de
estimacao. Nos modelos propostos, essas caracteristicas sao explicitamente acomodadas na estrutura
do modelo. Em particular, a estrutura hierarquica bayesiana sera considerada para avaliar a variabili-
dade espago-temporal de um processo de contagem de tornados subjacente (ndo observavel) dadas as
observagdes com ruido (nimero de tornados reportado). Além disso, pode-se considerar os efeitos de
processos climaticos exdgenos sobre este processo de contagem. Na literatura, indices de atividade El
Nino sao frequentemente associados ao numero de tornados reportado nos Estados Unidos e ha uma
variabilidade regional substancial nesta relagdo. Tendo em vista essa associagao, sera considerada a
relacdo desse processo de contagem com o indice do El Nifno/Oscilagdo Sul (ENSO), dado por Nifio
3.4. Os valores deste indice utilizados no estudo foram obtidos como médias anuais, de modo a cor-
responder as contagens também anuais do nimero de tornados. Os dados referentes ao indice Nifio
3.4, foram obtidos em dezembro de 2010 a partir do endereco eletronico http://www.cgd.ucar.edu/cas/
catalog/climind e as contagens de tornado a partir de http://www.spc.noaa.gov/wem.
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3.1 Modelando o Numero de Tornados nos Estados Unidos 3 APLICACOES

Neste estudo, considerou-se a distribuicao espago-temporal do nimero de tornados reportados
anualmente em trinta e dois dos cinquenta estados norte americanos mais afetados por este fenémeno
no periodo de 1950 a 2009, tendo como base a sua posigao inicial de formagao. A representagao
espacial é feita em termos das coordenadas geograficas latitude e longitude dos centrdides dos estados
e a dependéncia espacial é quantificada através da distancia euclideana entre os centrdides. Para fazer
a interpolagao espacial, foi utilizada uma grade regular 20 x 20 (400 pontos), de forma a sobrepor a regiao
de estudo. A Tabela 5 no apéndice A apresenta o nome dos estados considerados, bem como suas
referéncias espaciais (latitude e longitude).

A estrutura temporal foi representada através da matriz bloco diagonal F; ; que incorpora o logaritmo
do indice ENSO denotado por log(Z;), além do intercepto, ou seja, F; = diag (1,l09(Zs)), para t =
1,2,...,7 = 60. A matriz Fy, é especificada de forma que F,; = 15 ® I, com 1, denotando o vetor
coluna de tamanho N = 32 com todos os elementos iguais a 1 e I, denota a matriz identidade de ordem
2. Por fim, a matriz de evolugao G, € igual a I,.

A Tabela 1 apresenta as principais estatisticas descritivas para os estados de Montana e Texas.
Nota-se que o valor da variancia amostral, em ambos os casos, é substancialmente maior que o valor
da média amostral fornecendo indicios de sobredispersdo nos dados.

Tabela 1: Estatisticas descritivas para as séries temporais referentes ao nimero de tornados reportado
nos estados de Montana e Texas.

| Estado | Minimo | Maximo | Mediana | Média | Variancia |
Montana 0 30 4,50 6,13 33,85
Texas 13 235 132,00 | 130,63 | 2520,88

O interesse na climatologia dos tornados esta diretamente relacionado ao seu potencial destru-
tivo. Claramente, a perda de vidas causadas por tornados é, por si s6, um motivo suficiente para a
obtencao de um entendimento maior acerca deste fenbmeno. A Figura 1 mostra a evolugao temporal
do nimero de tornados ao longo de 60 anos, independente do estado considerado. Observa-se uma
ligeira tendéncia de crescimento e um aumento na variabilidade associada a esse ndmero, principal-
mente a partir de meados da década de 70.

200
1

150
I

100
1

Numero de tornados

50
I

i

T 1
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Figura 1: Boxplots do nimero de tornados por ano, considerando trinta e dois estados norte ameri-
canos.

Outra questao de extrema relevancia é a influéncia da localizagdo dos estados no nimero de torna-
dos reportado. A Figura 2 ilustra o mapa dos Estados Unidos com os centrdides de cada estado discri-
minados. O didmetro dos circulos e as cores identificam os quintis da distribuigao empirica do nimero
total de tornados reportado por estado ao longo do periodo de estudo. Quanto maior o diametro dos
circulos, maiores serdo os totais de tornados. As cores auxiliam na diferenciagdo dos quintis. Pode-se
observar que os estados na parte central do pais apresentam maior incidéncia de tornados.
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Figura 2: Mapa dos Estados Unidos com a localizagdo dos centroides de trinta e dois estados. O
diametro dos circulos e as cores identificam os quintis da distribuigdo empirica do ndmero total de
tornados reportado por estado ao longo do periodo de estudo.

Assim, fica evidente a dependéncia temporal e a variagdo espacialmente estruturada no nimero
de tornados reportados nos Estados Unidos. Uma vez verificada esta dependéncia, pode-se aplicar os
modelos descritos nas subsecoes 2.1.1 e 2.1.2.

3.1.1 Resultados

Os modelos com distribuigdo Poisson serdo ajustados para o conjunto de dados em questao. En-
tretanto, como 0 modelo mais simples (sem efeito de sobredispersao) apresentou uma melhor perfor-
mance, somente os resultados deste modelo serao apresentados a seguir.

A Figura 3 mostra os histogramas das amostras da distribuicédo a posteriori da variancia 72 e do

alcance espacial do processo, ¢. O parametro ¢ representa a taxa de decaimento da correlagdo com a
distancia. A linha vermelha representa a média a posteriori de cada um desses parametros.

Densidade
Densidade

Figura 3: Histograma das amostras da distribuicao a posteriori dos parametros da matriz de correlagao
espacial.

A Figura 4 ilustra o grafico da fungédo de correlagdo espacial estimada obtida a partir da média
a posteriori de ¢, com 0s seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade. Pode-se verificar que
a correlagao decai para zero conforme a distancia aumenta, o que se espera de um fenbmeno com
dependéncia espacial. A funcio de correlagdo estimada decai lentamente para zero, indicando uma
alta dependéncia espacial do processo. Vale ressaltar que a distAncia maxima entre os centroides
dos trinta e dois estados considerados é aproximadamente igual a 44,46. A Figura 5 apresenta os
histogramas das amostras da distribuicdo a posteriori das componentes de W e a Tabela 2 mostra um
sumario da distribuicdo a posteriori e o valor da redugao potencial de escala estimada (Gelman e Rubin,
1992) para cada um dos parametros fixos do modelo (6). De acordo com este critério, todas as cadeias
atingiram a convergéncia.
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Figura 4: Funcao de correlacio espacial estimada com seu respectivo intervalo de 95 % de credibili-
dade.
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Figura 5: Histograma da distribuicdo a posteriori dos elementos da matriz de covariancia W.

Tabela 2: Sumario da distribuicdo a posteriori para os parametros fixos do modelo sem efeito de sobre-
dispersao.

|Parémetro| Média | Mediana | Quantil 2,5% | Quantil 97,5%| VR |

2 0,1216 | 0,1206 0,1009 0,1482 1,002
0] 0,0941 0,0940 0,0726 0,1168 1,002
Wi 0,2113 | 0,2012 0,0961 0,3845 1,040
Wi2 -0,0521 | -0,0484 -0,1201 -0,0063 1,020
Wa o 0,0581 0,0562 0,0331 0,0962 1,005
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A Figura 6 mostra a evolugao temporal das componentes do vetor de estados 0, ;. Os efeitos das
componentes 65 ; ; € 622+ S80, em geral, significativos, ou seja, o intervalo de credibilidade a posteriori
de 95% nao compreende o valor zero indicando que as componentes variam de forma significativa ao
longo da maioria dos instantes de tempo. Em particular, a série temporal de 65 2, apresentou um efeito
crescente, sugerindo que o efeito médio do indice ENSO no nimero de tornados reportado nos Estados
Unidos vem aumentando ao longo do tempo.

! — Media
IC 95%

Y21t

— Media

(@) 02.1,4

IC 95%

(b) 2.2,

40

50

Figura 6: Evolugao temporal das componentes do vetor de estados 65 ;.

Na Figura 7 esta representada a evolugao temporal das componentes do vetor de estados 6 ; para
o0 estado do Texas. A primeira componente, 61 1 .(s26), representa o intercepto e a segunda, 601 2+(s26),
o efeito do indice ENSO no logaritmo da média do numero de tornados reportados para a localidade
26 (Texas). Nota-se que as séries temporais se mostraram significativas para a maioria dos instantes
de tempo, sendo que a segunda componente apresentou uma tendéncia de crescimento ao longo dos
anos, indicando uma influéncia direta do indice ENSO no numero de tornados reportados. Para os
demais estados estudados, essas componentes se comportaram de maneira similar.
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Figura 7: Evolucdo temporal das componentes do vetor de estados 0, ; para o estado do Texas.

As superficies interpoladas padronizadas de 6,1 e 0, para o tempo ¢ = 53, correspondente a
previsdo um passo a frente sdo mostradas na Figura 8. A magnitude dos efeitos de 6.1 53 € 61.2,53 foi
estimada a partir da média a posteriori. A Figura 9 ilustra o comportamento dos valores replicados e
previsdes obtidas para o estado do Texas, a partir da média a posteriori, com seus respectivos intervalos
de 95% de credibilidade para um horizonte de previsdo de 8 passos a frente. Pode-se notar que, para
os dados replicados, os valores verdadeiros das observacdes estdo todos dentro do intervalo de 95%
de credibilidade e a média a posteriori captura bem a estrutura dos dados. Por outro lado, a capacidade
preditiva do modelo é razoavel, uma vez que ele consegue capturar o padrao dos valores previstos
porém, mesmo para horizontes de previsdo poucos passos a frente, as estimativas se afastam dos
valores reais observados.
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Figura 8: Superficies interpoladas padronizadas de 0, ; e 6, » para o instante de tempo ¢ = 53, corres-
pondente a previsdo um passo a frente.
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Figura 9: Valores replicados e previsoes obtidas a partir da média a posteriori, com seus respectivos
intervalos de 95% de credibilidade para um horizonte de previsao de 8 passos a frente no estado do
Texas.

A Figura 10 ilustra a superficie interpolada padronizada no instante de tempo correspondente a
previsao um passo a frente. Nota-se que o modelo conseguiu captar a chamada “Alameda dos Tor-
nados”(do inglés Tornado Alley), um termo comum para designar a regido central dos Estados Unidos
onde os tornados ocorrem frequentemente.

Latitude

T T T T T T
-120 -110 -100 -90 -80 =70
Longitude

Figura 10: Mapa da superficie interpolada padronizada no instante de tempo ¢ = 53, correspondente a
previsdo um passo a frente.
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3.2 Modelando a Chuva na Regiao Leste da Australia

Como dados ambientais, em geral, variam de forma suave no espago e no tempo, é natural pensar
qgue sejam correlacionados em ambas as dimensdes. Em particular, a precipitacdo € um fenémeno
caracterizado por alta variabilidade espacial e temporal, traduzindo a vulnerabilidade dos ecossistemas
da regidao. Esse fendmeno, apesar do seu carater regional, apresenta variagoes espaciais devido aos
efeitos orograficos dificeis de serem conhecidos detalhadamente. Tendo em vista que a precipitagao
influencia, por exemplo, a fauna, a flora e a agricultura, deseja-se modelar a quantidade de chuva na
regido sob estudo. Uma vez que informagoes hidroldgicas e meteoroldgicas precisas sao obtidas, um
efetivo planejamento de recursos hidricos, incluindo a adocdo de medidas de prevencao a enchentes
ou avisos de alerta para periodos de seca, pode ser adotado.

Os dados utilizados nesta aplicagdo foram gentilmente cedidos pela Dr? Aline Maia da Empresa
Brasileira de Pesquisa Agropecuaria (Embrapa) e sao referidos em Maia et al. (2007). O conjunto de
dados é relativo a quantidade trimestral de chuva em 15 estag¢des pluviométricas na Australia de 1900 a
2002. A representagdo espacial é feita em termos das coordenadas geograficas latitude e longitude das
estacoes pluviométricas e a dependéncia espacial é quantificada através da distancia euclideana entre
as estagdes. A Tabela 6 no apéndice B apresenta o nome das estagdes pluviométricas consideradas,
bem como suas referéncias espaciais (latitude e longitude). Para fazer a interpolagao espacial, foi
utilizada uma grade regular 10 x 10 (200 pontos), de forma a sobrepor a regido de estudo.

A sazonalidade foi considerada no modelo de forma trimestral através da matriz bloco diagonal F ;
que incorpora como covariaveis, ondas de seno e cosseno com periodicidade de um ano, ou seja, F ;
= diag(1, sen(2wt/4), cos(2nt/4)), parat = 1,2,...,T = 412. A matriz F,,; € especificada de forma
que Fy; = 15 ® I3, com 15 denotando o vetor coluna de tamanho N = 15 com todos os elementos
iguais a 1 e I3 denota a matriz identidade de ordem 3. Por fim, a matriz de evolugdo G; é igual a Is.
Vale ressaltar ainda que o indice j foi fixado em quatro, de acordo com as caracteristicas do fendmeno
explicitado no exemplo da subsegéo 2.2.1.

A Tabela 3 apresenta as principais estatisticas descritivas para as séries temporais observadas
em Marree e Te Kowai Exp Stn. Pode-se notar que a variancia amostral de ambas as estagoes é
relativamente grande. Além disso, a quantidade média de chuva por trimestre varia bastante de uma
estacao para outra.

Tabela 3: Estatisticas descritivas para as séries temporais referentes as quantidades de chuva nas
estacoes pluviométricas Marree e Te Kowai Exp Stn.

| Estacao | Min. | Max. | Mediana | Média | Variancia | % de zeros |
Marree 0,00 | 293,10 29,60 41,30 1587,05 0,97
Te Kowai Exp Stn | 1,40 | 2469,00 | 259,80 | 413,90 | 184496,10 0,00

E sabido que existe uma alternancia entre a estagdo chuvosa e a estacdo seca. A Figura 11 ilustra
melhor o padrao sazonal do fendmeno pluviométrico. Ela foi obtida a partir das médias trimestrais da
quantidade de chuva, independente do ano e considerando todas as estagoes pluviométricas. Nota-se
que, o trimestre de maior precipitacio é o primeiro, referente aos meses de janeiro, fevereiro e marco.
O terceiro trimestre, referente aos meses de julho, agosto e setembro é o mais seco. Além disso,
observa-se que o primeiro e o Ultimo trimestres apresentam os maiores volumes médios de chuva.
Outra questéo importante é a influéncia da localizagdo das estagoes pluviométricas na quantidade de
chuva. A Figura 12 ilustra o grafico das médias de chuva, por estagdo. Observa-se que, em geral,
estagdes proximas ao litoral apresentam medidas de precipitagdo maiores do que aquelas situadas no
interior.

Uma vez verificada a dependéncia espacial e temporal presente nos dados e baseado nas analises
preliminares descritas anteriormente, o préximo passo é aplicar os modelos propostos que levam em
consideragao essas caracteristicas.

3.2.1 Resultados

Para o conjunto de dados em questao, serao ajustados os modelos com distribuicao Gama infla-
cionada de zeros descritos nas subsegdes 2.2.1 e 2.2.2, respectivamente.

19



3.2 Modelando a Chuva na Regiao Leste da Australia 3 APLICACOES

o

600 800
1 ]

Quantidade de chuva (mm)
400
1

200
1

Jan-Fev-Mar Abr-Mai-Jun Jul-Ago-Set Out-Nov-Dez

Figura 11: Boxplots das médias trimestrais da quantidade de chuva, independente do ano e con-
siderando todas as estagoes pluviométricas.

Figura 12: Mapa da Australia com a localizagdo das 15 estagdes pluviométricas. O diametro dos
circulos e as cores identificam os quintis da distribuicao empirica do volume médio de chuva por estagao
ao longo do periodo de estudo.

'

A Figura 13 apresenta o histograma das amostras da distribuigdo a posteriori das probabilidades de
chuva (¢;) em quatro cenarios distintos. O indice j foi fixado em quatro, de acordo com as caracteristicas
observadas do fenémeno pluviométrico na andlise exploratéria. Vale ressaltar que &; representa a
probabilidade de chuva em um cenario com estacédo e periodo de tempo secos e & é a probabilidade
de chover dado que a estacao é seca e o periodo chuvoso. Pode-se observar que os valores estimados
de & e & estdo em torno de 94% e 99, 75%, respectivamente. Os parametros &5 e &4 representam,
respectivamente, as probabilidades de chuva em uma estacao chuvosa durante um periodo seco e
em uma estacdo chuvosa ao longo de um periodo chuvoso. Observa-se que os valores estimados
desses parametros estao em torno de 96% e 99, 95%. A linha vermelha representa a média a posteriori
para cada um desses parametros. Na Figura 14 esta representado o histograma da distribuigdo a
posteriori do coeficiente de variacdo. A estimativa pontual de v, obtida através da média a posteriori,
fornece evidéncias da heterogeneidade dos dados. A Figura 15 ilustra os histogramas das amostras
da distribuicdo a posteriori da variancia 72 e alcance ¢ do processo espacial que compdem a matriz de
correlagio espacial.
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Figura 13: Histograma das amostras da distribuigao a posteriori das probabilidades de chuva em quatro

cendrios distintos.
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Figura 15: Histograma da distribuicdo a posteriori da variancia e alcance do processo espacial.
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A Figura 16 ilustra os graficos da funcdo de correlagao espacial estimada obtida a partir da média
a posteriori de ¢ para os modelos 3 e 4, juntamente com seus respectivos intervalos de 95% de credi-
bilidade. Observa-se que as fungdes de correlagao estimadas sao muito semelhantes e decaem lenta-
mente para zero, refletindo a alta dependéncia espacial e a igualdade aproximada das médias a pos-
teriori de ¢ nos dois modelos. Vale ressaltar que a distancia maxima observada entre as estagdes
pluviométricas consideradas é aproximadamente igual a 20, 20.
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Figura 16: Grafico da funcao de correlagdo espacial estimada com seu respectivo intervalo de 95 % de
credibilidade.

Na Figura 3.2.1 estéo os histogramas das amostras da distribuigdo a posteriori das componentes
da matriz de covariancias W.
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Histograma das amostras da distribuicao a posteriori dos parametros da matriz de covariancias W.

A Tabela 4 mostra um sumario da distribuicdo a posteriori para os parametros fixos e o valor da
redugao potencial de escala estimada para cada um dos parametros fixos do modelo (18). De acordo
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Histograma das amostras da distribuicdo a posteriori dos parametros da matriz de covariancias W
(continuagao).

com este critério, todas as cadeias atingiram a convergéncia. Considerando as caracteristicas plu-
viométricas no espaco e no tempo, pode-se dizer que a probabilidade de chover em cada um dos
quatro cenarios ajustados é bem alta. Assim, pode-se dizer que um percentual muito grande das
observacdes é bem ajustado pelos modelos assumidos para descrever o processo sob estudo quando
ele esta presente. As maiores probabilidades de chuva foram estimadas para periodos de tempo con-
siderados chuvosos, ou seja, o primeiro e o ultimo trimestres do ano. A alta heterogeneidade dos dados
refletida na estimativa do coeficiente de variagao é possivelmente devida ao fato de que, no modelo sem
o efeito de sobredispersao, o coeficiente de variagao foi responsavel por capturar toda a variabilidade
remanescente das covariaveis, enquanto que no modelo com o efeito, 0 pardmetro o2 absorve parte
desta variabilidade.

Tabela 4: Sumario da distribuicdo a posteriori para os parametros fixos do modelo sem efeito de sobre-
dispersao.

|Parémetro| Média | Mediana | Quantil 2,5% | Quantil 97,5%| VR |

& 0,9406 | 0,9409 0,9267 0,9530 1,000
& 0,9976 | 0,9978 0,9941 0,9995 1,001
&3 0,9594 | 0,9594 0,9502 0,9678 1,000
& 0,9995 | 0,9996 0,9980 1,0000 1,000
v 0,2844 | 0,2852 0,2139 0,3412 1,010
72 1,0280 | 1,0260 0,9502 1,1211 1,000
0] 0,0708 | 0,0707 0,0621 0,0797 1,003
Wi 0,0310 | 0,0303 0,0207 0,0455 1,000
Wi 0,0001 0,0001 -0,0106 0,0107 1,000
Wis -0,0008 | -0,0007 -0,0120 0,0093 1,002
Wa o 0,0398 | 0,0387 0,0251 0,0615 1,014
Wa3 0,0000 | 0,0000 -0,0123 0,0119 1,004
W3 3 0,0383 | 0,0371 0,0249 0,0597 1,000

Na Figura 18, pode-se observar a evolugédo temporal das componentes de 6, nos modelos 3 e
4. A componente 6, ; apresentou, a posteriori, estimativas negativas ao longo de todos os periodos
de tempo. Por outro lado, a componente 6, 3 ; apresentou somente estimativas positivas. Assim, tem-
se indicios de que a quantidade de chuva tem uma correlacdo negativa com a componente seno e
positiva com o cosseno. Entretanto, com excegdo de 6., as demais componentes de 0, citadas
anteriormente ndo se mostraram significativas em nenhum dos instantes de tempo.

23



3.2 Modelando a Chuva na Regiao Leste da Australia 3 APLICACOES

1.0

— Média | 7T — Meédia T N

- 1C95% ; £ IC95% ; - s C o5, o b
. 1 ol N oo dnoF \
N fu : R !
./

. A

IR Hy PR NN L AR

W LA ,f‘h.’\';‘ﬁ‘f"t B H bhY '-"vr\‘ ,"".l‘r.\l":,‘ FETaRYS
K w ! v

15

55
0.5
L
1.0
=3
<
=
¥
<
Y
Y

rY i g
(AN o

Lt
W o "
Wi
o o | ‘ Y
S >

5.0

B2t
-0.5
f
F g
=
2.
s =
B23t
0.0 0.5
e
£

214

45

=
-0.5
L
=

4.0

l’) 1[’)0 260 360 460 6 160 260 360 4[’)0 l’) 1[’)0 2[’)0 3[’)0 4[’)0
(a) 02.1+ (b) 022 (€) 2.3,

Figura 18: Evolugdo temporal das componentes de 65 ;.

Na Figura 19 esta representada a evolugao temporal das componentes do vetor 6 ; para a estagao
pluviométrica Boulia Airport. A componente 6, 1 .(s4) representa o intercepto, 61 2+(s4) representa o co-
eficiente ou efeito das ondas de seno e 6, 35 (s4), 0 efeito das ondas de cosseno no logaritmo da média
da quantidade de chuva para a estacao 4 (Boulia Airport). Note que, e com excec¢dao da componente
61.1,:(s4), as séries temporais ndo se mostraram significativas para a maioria dos instantes de tempo.
Para as demais estacoes, nao houve variagao substancial no comportamento dessas componentes.
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Figura 19: Evolugdo temporal das componentes do vetor 8, ; para a estacéo Boulia Airport.

As superficies interpoladas padronizadas de 6,1, 0,2 € 6, 3 para o instante de tempo ¢ = 405,
correspondente a previsdo um passo a frente sdo mostradas na Figura 20. Pode-se verificar que as
superficies interpoladas para cada uma das componentes diferem substancialmente umas das outras,
de acordo com o modelo considerado. Entretanto, com excegdo de 6 ; 405, 0s efeitos das demais
componentes ndo se mostraram significativos.

Latitude
Latitude
Latitude
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(a) 61.1,405 (b) 61.2,405 (€) 01.2,405

Figura 20: Superficies interpoladas padronizadas de 6, 1, 6, 2 € 04 3 para o instante de tempo ¢ = 405,
correspondente a previsao um passo a frente.

A Figura 21 ilustra o comportamento dos valores replicados da série temporal sob estudo para a
estacao Boulia Airport e as previsdes obtidas para a mesma estagao, a partir da mediana a posteriori,
com seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade para um horizonte de previsdo de 8 passos
a frente. Pode-se notar que, para os dados replicados, os valores verdadeiros das observagoes estao
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todos dentro do intervalo de 95% de credibilidade a posteriori e a mediana a posteriori captura bem a
estrutura dos dados. Observa-se também que a capacidade preditiva do modelo é razoavel, uma vez
que a mediana a posteriori captura bem o padrao da série, mas tende a superestimar os verdadeiros
valores observados. Em geral, utilizando tanto a mediana como a média a posteriori para obter estima-
tivas para as previsoes, ocorre uma superestimacao dos valores reais observados.
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Figura 21: Valores replicados da série temporal para a estagao Boulia Airport obtidos a partir da medi-
ana a posteriori, com seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade, nos modelos 3 e 4.

Na Figura 22 encontra-se o mapa da superficie interpolada padronizada no instante de tempo
t = 405, correspondente a previsdo um passo a frente. Como pode ser observado, o modelo conseguiu
captar as areas litoraneas como aquelas de maior concentragido de chuva, estando de acordo com o

gue se sabe da literatura do fendbmeno em questao.
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Figura 22: Mapas das superficies interpoladas padronizadas no instante de tempo ¢ = 405, correspon-
dente a previsdo um passo a frente.

4 Conclusoes

Neste trabalho foi proposta uma classe de modelos dindmicos hierarquicos para respostas per-
tencentes a familia exponencial de distribuicdes, com o principal objetivo de obter um modelo capaz
de verificar a estrutura espago-temporal presente nos dados, permitindo fazer interpolacao espacial e
previsdo temporal para processos de natureza ndo gaussiana. Os modelos propostos foram estrutura-
dos de forma hierarquica com parametros variando no tempo e/ou no espago. A variacdo temporal foi
definida através da especificagdo de estruturas dinamicas no tempo, enquanto a variagao espacial foi
definida através de uma funcdo de correlacido paramétrica sob a suposicdo de que um dos termos de
erro aleatdrio segue um processo gaussiano. Esses modelos tém a vantagem de permitir a interpolagao
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da variavel resposta e dos coeficientes de regressao para qualquer conjunto de pontos nao observados,
levando em consideracdo a dependéncia espacial.

Com relacao aos resultados encontrados na primeira aplicagao, pode-se dizer que o modelo sem
efeito de sobredispersdo gerou estimativas mais estaveis dos parametros e obteve um desempenho
muito préximo ao modelo com efeito de sobredispersdao com respeito a estimacdo. Além disso, com
relacdo a capacidade preditiva e a interpolagdo, o modelo sem efeito de sobredispersao também apre-
sentou melhores resultados, apesar do menor nimero de parametros e da presenca de sobredispersao
nos dados. Isto sugere que a estrutura dindmica imposta a média da distribuicdo Poisson foi capaz de
capturar grande parte desse efeito. Os resultados da aplicagao desse modelo indicaram a presenca
de uma alta dependéncia espacial, refletida principalmente através do indice ENSO. Este indice apre-
sentou um efeito gradativamente crescente e significativo ao longo da grande maioria dos instantes de
tempo, sugerindo uma influéncia direta no nimero de tornados reportados em quase todos os estados
americanos, principalmente ao longo dos ultimos 45 anos.

Na segunda aplicagao foram considerados modelos de mistura para contemplar um cenario mais
realista, no qual valores nulos para a quantidade de chuva podem ser observados. Os resultados da
analise espaco-temporal indicaram uma probabilidade alta de chover em cada um dos cenarios con-
siderados, de forma que um percentual muito grande das observagdes é bem ajustado pelos modelos
assumidos para descrever o processo sob estudo quando ele esta presente. Assim, a distribuicdo
Gama se mostrou uma boa alternativa para a modelagem do fendbmeno em questao. Foi visto também
que as maiores probabilidades de chuva foram estimadas para periodos de tempo chuvosos, que cor-
respondem ao primeiro e ao Ultimo trimestres de cada ano. Os resultados indicaram uma alta de-
pendéncia espacial do fendémeno pluviométrico, o que ja era de se esperar. Quando a ocorréncia de
chuva é verificada, os Modelos 3 e 4 apresentaram desempenhos muito semelhantes. Com relagao
aos coeficientes da regressao, foi verificado para alguns instantes de tempo, que os efeitos sazonais
incluidos na modelagem através das ondas de seno e cosseno foram significativos. Assim, a incluséao
de parametros de estado especificos para capturar a sazonalidade dos dados nao deve ser totalmente
descartada. A estrutura espacial nos dados foi capturada, tendo o modelo se mostrado capaz de in-
dicar areas de menor e maior concentragdo de chuva em concordancia com o que se conhece sobre
o fendmeno pluviométrico na Austrdlia, de forma que as maiores concentracoes de chuva ocorrem em
areas préximas ao litoral, onde também vive a maior parte da populagdo. Por outro lado, o interior
do pais possui condigbes climaticas mais severas, compreendendo em sua maioria, areas secas e
esparsamente habitadas.

De um modo geral, a estimagao paramétrica nos modelos propostos se mostrou bastante Gtil para
explicar as variagoes espaco-temporais. Os modelos mais simples, ou seja, aqueles sem o termo
de erro aleatério na funcéao de ligagdo obtiveram melhores desempenhos com respeito a predicédo e
a interpolagao. Entretanto, previsdes feitas a longo prazo tenderam a ser ineficientes, mostrando a
necessidade de atualizar a informagao proveniente dos dados para prever observagdes futuras. Isto
pode ser devido a suposicao de que a estrutura de correlagdo espacial seja a mesma em todos os
parametros de regressao. Uma possivel solugao para esse problema é trabalhar com extensoes desses
modelos, considerando diferentes estruturas de correlagao espacial. Uma limitagdo de algumas dessas
extensoes é o fato de que, em geral, torna-se dificil estimar os pardmetros de uma matriz de correlagdes
espacialmente estruturada quando se tem pouca quantidade de informagao sobre a variagao espacial.
Do ponto de vista computacional, um numero muito grande de localidades pode ser um problema,
principalmente se os modelos com o termo de erro aleatério na fungao de ligagdo forem considerados.

Uma série de hipoteses simplificadoras foram consideradas na especificagao das estruturas de
correlagdo espacial. Dentre elas estdo: a hipétese de homogeneidade do processo espacial (Var {vsa
(s)} = 7% para todo s € R?), estacionariedade e isotropia. Muitas outras possibilidades podem ser
exploradas para abordar a variagao espacial do processo. Outras familias de fungdes de correlagao
podem ser utilizadas, tais como a familia esférica e a familia Matérn. A metodologia descrita aqui
mostrou ser eficiente para a estimagao paramétrica nos modelos propostos, 0s quais se mostraram
flexiveis o suficiente para fornecer uma descrigao razoavel de processos que variam no espago e no
tempo.
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A Aplicacao 1

A Tabela 5 apresenta os codigos de identificacdo, o nome e as coordenadas geograficas longitude e
latitude dos estados norte-americanos utilizados neste estudo.

Tabela 5: Localizagdo Geogréfica para trinta e dois estados norte

americanos.
| Cadigo | Estado | Longitude | Latitude |
1 Montana -109,65180 | 47,03229
2 Wyoming -107,55250 | 42,99831
3 Nova lorque -75,51261 | 42,94659
4 Pensilvania -77,80314 | 40,87481
5 Califérnia -119,60020 | 37,24179
6 Ohio -82,78750 | 40,28747
7 Kentucky -85,29040 | 37,52644
8 Virginia -78,85184 | 37,51851
9 Tenessi -86,33410 | 35,84663
10 Novo México -106,10180 | 34,42335
11 Carolina do Sul -79,40156 | 35,54712
12 Michigan -85,43860 | 44,33655
13 Dacota do Norte -100,47030 | 47,44608
14 Dacota do Sul -100,23490 | 44,43333
15 Wisconsin -90,00605 | 44,63314
16 Minnesota -94,30568 | 46,31569
17 lowa -93,50087 | 42,07600
18 Nebrasca -99,80740 | 41,52316
19 Indiana -86,27616 | 39,91269
20 llindis -89,20369 | 40,06397
21 Colorado -105,54730 | 38,99727
22 Cansas -98,38290 | 38,48264
23 Missouri -92,48002 | 38,36395
24 Oklahoma -97,50915 | 35,58391
25 Carolina do Norte | -79,40156 | 35,54712
26 Texas -99,35174 | 31,49098
27 Alabama -86,82636 | 32,79469
28 Mississippi -89,66394 | 32,75903
29 Gedrgia -83,45433 | 32,65494
30 Arcansas -92,43365 | 34,89786
31 Luisiana -92,02902 | 31,09555
32 Flérida -82,49574 | 28,65839
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B Aplicacao 2

A Tabela 6 apresenta o nome e as coordenadas geograficas das estagdes monitoradoras de chuva na
Australia, utilizados na Aplicagao 2.

Tabela 6: Localizagao Geografica para quinze estagdes monitoradoras de chuva na Australia.

| Codigo | Nome da Estacéo | Longitude | Latitude |
1 Tennant Creek Post Office 134.190 -19.6300
2 Marree 138.060 -29.6500
3 Ceduna Post Office 133.670 | -32.1300
4 Boulia Airport 139.910 | -22.9100
5 Tibooburra Post Office 142.010 | -29.4400
6 Bourke Post Office 145.940 | -30.0900
7 Mount Gambier Post Office 140.780 -37.8300
8 Burketown Post Office 139.550 -17.7400
9 Te Kowai Exp Stn 149.120 | -21.1600
10 Longreach Post Office 144.250 | -23.4500
11 Gayndah Post Office 151.610 | -25.6300
12 Tewantin Post Office 153.040 -26.3900
13 Inverell Comparison 151.110 | -29.7800
14 Forbes (Camp Street) 148.010 | -33.3900
15 Deniliquin (Wilkinson St) 144.950 | -35.5600
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