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Ementa do Curso

e Parte I - Probabilidade:

Calculo das Probabilidades.

Variaveis aleatorias discretas.

Variaveis aleatorias continuas.

Funcao de uma variavel aleatéria.
Varidveis aleatérias bidimensionais.
Vetores aleatérios multidimensionais.

o Parte II - Estatistica:

Analise exploratéria de dados amostrais.
Amostragem e estimacao pontual.
Estimagao por intervalo

Introdugao a teoria dos testes de hipdteses.
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Modelos deterministicos e probabilisticos

@ Modelo deterministico: Pode ser descrito facilmente através de
uma férmula
Exemplo: Corpo em queda livre no vacuo. A velocidade final, em
cm/s, é dada por v = v/2gh, onde g é a aceleracao da gravidade
(em cm/s?) e h é a altura inicial (em cm).

e Modelo probabilistico: Sabemos os possiveis resultados do
experimento, mas nao sabemos (ou é extremamente dificil)
precisé-lo.

Exemplo: Lancamento de uma moeda ou langcamento de um dado.

Nesse curso estudaremos mais a fundo os modelos probabilisticos.
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Definicoes basicas

e Um experimento é qualquer processo, real ou hipotético, no qual
os resultados podem ser identificados ao longo do tempo

o O espaco amostral é a colecao de todos os possiveis resultados de
um experimento. Usualmente denotado pela letra 2. Elementos
do espaco amostral sao usualmente denotados pela letra w.

e Um evento A é um subconjunto do espago amostral 2.
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Exemplo 1

Lancamento de 10 moedas: se Cara <+ 0 e Coroa <+ 1, entao

Q = {w=(w,wa,...,wi) :w; € {0,1} para 1 <i <10}
— {0’1}10

Alguns eventos de interesse:
o “o j-ésimo langamento foi coroa”: A; = {w € {0,1}1%: w; =1}
10
e “pelo menos um langamento foi coroa”: B = U A;
j=1
e “todos langamentos foram cara”: C' = B¢ = {(0,0,...,0)}
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Exemplo 2

Selecione uma carta de um baralho de 52 cartas:
Q={AM,... K& AQ ... KO A),...., KO, A, ..., Kb}

Alguns eventos de interesse:
o “A carta é As”: A = {AM,AQ A, A}
e “A carta é de cor escura”: B = {AM,... K&, A, ... K&}
e “A carta é de copas”: C = {AQ,..., KO}
e “A carta é de ouro”: D = {A{,..., KO}

o “A carta é de cor branca”: E = B¢
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Operacoes em conjuntos e diagramas de Venn
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Figura 1: (Bertsekas, D.P. e Tsitsiklis, J.N. Introduction to probability, p.5.)

Em todos os diagramas 2 é o espago amostral, e S, T e U s@o eventos.
a) A regiao sombreada ¢ SNT

b) A regidao sombreada é SUT

c) A regiao sombreada é SNT*¢

) Aqui T C S. A regiao sombreada é S°¢

)

)

(o}

e
f

Os conjuntos T', S e U sao disjuntos (ou mutuamente exclusivos)
Os conjuntos T', S e U formam uma particao de 2.
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Algumas propriedades tteis

@ Denotamos o conjunto vazio por )

e Para subconjuntos A, B,C C € vale que:

e AAUA=Q e AN =A

e ANAc=10 —

o (A = A o AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

e AUQ =0 o AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
o Leis de de Morgan: se Ay, As, ..., A, sao eventos em (), entao

n c n n c n
<UAZ~> =4 e (ﬂAl) =4
i=1 i=1 i=1 i=1
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Definicao classica de probabilidade

Seja A um evento de um espago amostral Q finito. A probabilidade do
evento A é definida por

P(A) = |A|  nimero de resultados favordveis a A
~ 2] nitimero total de resultados em

Notacao: |A| denota a cardinalidade (i.e., quantidade de elementos) do
evento A

Hipoteses:
@ Resultados equiprovaveis!

e Espago amostral €2 finito!

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 1
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Exemplo 3
Se jogarmos dois dados honestos, qual dos resultados é mais provavel:
a soma de 11 ou a soma de 127

Solugao: O espaco amostral do langamento de dois dados é

Q={w=(w,w2) :w; €{1,...,6} para 1 <i <2}
={1,...,6}%

Para cada resultado individual possivel w € € :

Pw) = P({w}) = o

Os eventos de interesse sao:
o “A somade 11”: A ={(5,6),(6,5)}
e “A soma de 12”: B = {(6,6)}
Logo, P(A) =2/36 > 1/36 = P(B).
ProbEst Aula 1



De volta ao exemplo 1

Langamento de 10 moedas honestas. Lembre que Cara <> 0 e
Coroa <> 1, de modo que

Q=1{0,1}"%¢ |0 = 2.

o Como |Aj| = {w e {0,1}10:w; = 1}| =29 : P(4;) = Z; = 1/2
e Como |C|=1:P(C) =1/2%0
o Como |B| =|Uj2, Aj| =210 —1: P(B) =1 — (1/2)"

Note que B =C¢e P(B) =1— P(C).

Em geral, se A é um evento:

A€ é um evento e P(A°) =1 —P(A).

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 1

10



Exemplo 4

Full House em uma mao de Poker: Uma mao de 5 cartas é extraida de
um baralho de 52 cartas. Se o baralho foi embaralhado de forma que
cada carta tenha a mesma chance de aparecimento, qual é a
probabilidade de se obter um Full House?

Obs.: Uma mao é chamada Full House se hd 3 cartas do mesmo valor
e 2 outras cartas do mesmo valor.

Solugao: Seja A o evento “a mao é um Full House”. Temos que

aeu(e()

1
- 13(2)12()
P(A) = % ~ 0.00144.
5
ProbEst
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Exemplo 5

O problema do aniversario: Existem k pessoas numa sala. Supondo
que o aniversario de cada pessoa ¢é igualmente provavel e que nao ha
gémeos na sala, qual a probabilidade de que duas ou mais pessoas
celebrem o aniversario no mesmo dia?

Solugao: Se A denota o evento “nenhuma das k pessoas fazem
aniversario no mesmo dia”, entao queremos calcular P(A¢). Nesse

exemplo,
Q=1{1,...,365}".

Note que || = 365* e

Al = =305 a6s 564 (365 — b+ 1)
(365 — k)! ‘
Logo,
| Al 365 - 364 --- (365 — k + 1)
P(AY=1-PA) =1———=1-— .
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Exemplo 5
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Figura 2: (Blitzstein, J.K. e Hwang, J. Introduction to probability, p.12.)
Probabilidade de que num grupo de k pessoas duas ou mais celebrem
aniversario no mesmo dia. Essa probabilidade excede 1/2 para k = 23.
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Observacao

Lembre que para {2 infinito, a definicdo classica nao se aplica.

Exemplos de espagos amostrais €2 infinitos incluem:

e tempo de vida 1til de um aparelho eletronico: Q = [0, 00)

@ o numero de clientes atendidos em uma agéncia bancaria durante
um perfodo de tempo fixado: Q@ = {0,1,2,3,...}

Como definir probabilidade para espago amostral €2 infinito?

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 2
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Definicao axiomatica de probabilidade

Seja 2 um espaco amostral. Uma probabilidade é uma fungao P que
atribui a eventos A C © um numero P(A) € [0, 1] e satisfaz os seguintes
azriomas:

@ PQ)=1cP@l)=0
@ Para eventos (A4;);>1 disjuntos (isto é A;NA; =0 se i # j):

(00) - Sen
=1 n=1

Dos Axiomas 1 e 2 segue que para eventos Aq, ..., A, disjuntos:
n n
P (U Ai> => P(A).
i=1 i=1
De fato, considere A,11 = Apio=...=0.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 2 2



Propriedades da probabilidade

Teorema: Sejam A, B C ) eventos. Temos que:
1) P(AS) = 1 - P(4)

2) ACB= IP(A) < P(B)

3) 0<P(A) <

4) P(AUB) = P(A) +P(B)-P(ANB)

O item 4 é um caso particular do principio da Inclusao-Exclusdo:
Para eventos A, B e C, também vale que:

P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(C) — P(AN B)

—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 2
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Probabilidade condicional

Considere uma probabilidade P definida em um espaco amostral €.

Para eventos A e B com P(B) > 0, a probabilidade condicional de A
dado B é definida como

Figura 3: (Blitzstein, J.K. e Hwang, J. Introduction to probability, p.44.)
Intuicdo para P(A|B). Da esquerda para direita: a) Eventos A e B do espago
amostral. b) Como sabemos que B ocorreu, descartamos todos resultados em

B¢. ¢) No espago amostral restrito, renormalizamos de modo que a massa
total seja 1.

DME - IM - UFRJ ProbEst
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Exemplo 1

Duas cartas sao escolhidas aleatoriamente, uma de cada vez e sem
reposicao, de um baralho de 52 cartas. Seja A o evento “a primeira
carta é de copas” e B o evento “a segunda carta é vermelha”.
Determine P(A|B) e P(BJ|A).
Solucao: Note que:

e P(ANB) = (13)(25)/(51)(52)

o P(A)=1/4

e P(B)=(26)(51)/(51)(52)
Logo, temos P(A|B) = 25/102 e P(B|A) = 25/51.

Note que P(B|A) é 2 x P(A|B).
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Exemplo 2

Langamos uma moeda honesta trés vezes. Sejam A o evento “mais

caras do que coroas” e B o evento “o primeiro langamento é cara ”.
Determine P(A|B).

Solugao: Denotando Cara <> 0 e Coroa < 1, temos que o espago
amostral 2 = {0,1}3, e os eventos A e B sdo dados por

A =1{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
B ={(0,0,0),(0,1,0), (0,0,1), (0,1,1)}.

Logo,
AnB| 3

P(ANB) = =

e P(B) = |B|/|Q| = 1/2, de forma que

P(A|B) = 3/4.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 2



Regra da Multiplicagao

Teorema: (Regra da multiplicagao) Se A e B sdo eventos com
probabilidade positiva, entao

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

k
Mais geralmente, se Aq,..., A, sdo eventos tais que <ﬂ Ai> tem

i=1
probabilidade positiva para todo 1 < k < (n — 1), entéo

<ﬂA) = P(A1)P(Az]A1)P(A3|A1 N Ag) .. . P(Ap|A1 N ... N Ayy).

DME - IM - UFRJ ProbEst
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Exemplo 3

Trés cartas sao extraidas, sem reposicao, de um baralho com 52 cartas.
Assumindo que em cada extragao, cada uma das cartas restantes tém a
mesma chance de ser escolhida, determine a probabilidade de nenhuma
das trés cartas seja de copas.

Solugao: Defina para cada i = 1,2, 3, o evento
A; = “a i-ésima carta nao é de copas”

Note que P(A1) = 39/52, P(A3]|A;) = 38/51 e P(As|A; N Ay) = 37/50.
Logo, pela regra da multiplicacao,

39 38 37
P(Al NAsN Ag) = P(Al)P(A2|A1)P(A3|A1 N AQ) = 5357%
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Particao de um espaco amostral

Os eventos Ay, ... A, formam uma particao do espago amostral {2 se as
seguintes condicoes sao satisfeitas:

(1) Q:UAi
i=1
Q@ A;NAj =0 paratodos 1 <i,j <n comi# j.

T

BrA,

BnA,

1
Ao, f
]

Ala A A | oA | A

1 2 3 4

Figura 4: (Blitzstein, J.K. e Hwang, J. Introduction to probability, p.50.)
Particao A1, ..., Ag do espaco amostral.

Para qualquer evento B C Q: B =U} (BN A4;).
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Lei da Probabilidade Total

Teorema: (Lei da Probabilidade Total) Considere Ay, ..., A, formam

uma parti¢ao de 2 tal que P(A;) > 0 para todo 1 < i < n. Para todo
evento B, temos que

P(B) = P(A))P(B|Ay) + ... + P(A,)P(B|A,).

DME - IM - UFRJ ProbEst
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Exemplo 4

Joao decide participar de um torneio de xadrez, onde a metade dos
jogadores é profissional (tipo 1), um quarto é semi-profissional (tipo 2)
e um quarto é amador (tipo 3). Suponha que as probabilidades do
Joao vencer uma partida sejam 0.3, 0.4 e 0.5, se o adversério for
respectivamente do tipo 1, tipo 2 e tipo 3. Se um adversario é escolhido
ao acaso, determine a probabilidade do Joao sair vitorioso.

Solugao: Defina para cada i = 1,2, 3, o evento

A; = “o adversario escolhido é do tipo 7”.
Temos que P(A4;) = 0.5, P(A) = 0.25 e P(A3) = 0.25. Defina B o
evento “Joao saiu vitorioso”. Temos que P(B|A;) = 0.3, P(B|A2) =04
e P(B]A3z) = 0.5 Assim, pela lei da probabilidade total

P(B) = P(A)P(B|A;) + P(A2)P(B|Az) + P(A3)P(B|As) = 0.375

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 2 11



Teorema de Bayes

Teorema: (Teorema de Bayes) Se A e B s@o eventos com
probabilidade positiva, entao

P(A)P(B|A)

P(AIB) = =

Além disso, se Ay, ..., A, formam uma particao de 2 talque P(4;) >0
para todo 1 <7 < n, entao

_ P(A;)P(B|A;)
PUAIB) = paPBIAD) + ... + P(AP(BIAL)

Aula 3 1



Exemplo 5

Um paciente é testado para uma doenca que atinge 1% da populacao.
O resultado do teste é positivo. Seja D o evento “o paciente testado
tem a doenca” e T o evento “o resultado do teste para esse paciente é
positivo”. Suponha que a precisao do teste é 95%, i.e.

P(T|D) = 0.95 = P(T°|D¢). Calcule P(DI|T).

Solugao: Pelo Teorema de Bayes e a Lei da Probabilidade total:

p(D|T) = DLHTID) P(D)B(T|D)

P(T) P(D)P(T|D) + P(D°)P(T|D°)

~ 0.16

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 3
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Exemplo 6

Considere duas moedas, sendo uma honesta e a outra viesada cuja
probabilidade de cara é 3/4. Escolhemos uma das moedas ao acaso e
entao efetuamos trés langcamentos. Em todos os langamentos o
resultado foi cara. Dado essa informacao, qual é a probabilidade de a
moeda honesta ter sido escolhida?

Solugao: Sejam A o evento “ em todos os langamentos o resultado foi

cara” e F' o evento “a moeda honesta foi escolhida”. Queremos calcular

P(F|A). E imediato calcular P(A|F) e P(A|F°):

P(A|F) = 1/8 = (1/2)% e P(A|F®) = (3/4)3.
Também temos que P(F') = P(F¢) = 1/2. Logo, pelo Teorema de Bayes
e a Lei da Probabilidade total:
P(F)P(A|F)
(F)P(A[F) + P(F)P(A]F*)

P(F|A) = P ~ 0,23.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 3
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Falacia do Procurador

Em 1999, Sally Clark foi condenada pelo assassinato dos seus dois
filhos, ambos recém nascidos. A decisdo foi tomada com base no
depoimento de um especialista. Segundo ele, a probabilidade de uma
bebé recém nascido morrer da sindrome de morte stibita infantil
(SMSI) era de 1/8500, de forma que a probabilidade de duas mortes
devida a SMSI na mesma familia era (1/8500)% ~ 1/(73 x 10°). Com
base nisso, o especialista conclui que a probabilidade da inocéncia de
Clark era de 1/(73 x 10%). Qual é o problema com a linha de raciocinio
do especialista?

@ Hipdtese de independéncia nao justificada

@ Usou incorretamente P(“evidéncia” | “Inocéncia”) ao invés de
P(“Inocéncia” | “evidéncia”).

Mensagem: nao confunda P(A|B) com P(B|A)!

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 3



Independeéncia

Considere uma probabilidade P definida em um espaco amostral 2.
Lembre que para quaisquer eventos A e B,

P(AN B) = P(A)P(B|A).

Dois eventos A e B sdo independentes se
P(AN B) =P(A)P(B).
Independéncia é o oposto de mutuamente exclusivos (disjuntos)!

Teorema. Seja P uma probabilidade definida em um espaco amostral

Q. Se A e B sao eventos independentes, entdo também o sdo os eventos

A¢e B, Ae B¢ e A° e B“.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 3
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Independeéncia

Os eventos A1, ..., A, sdo independentes dois a dois, se os eventos A; e
Aj sao independentes para todos i # j.

Os eventos Aq,..., A, sdo independentes se

zEJA HP

e

para qualquer subconjunto J C {1,...,n}.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 3 6



Exemplo 1

Independéncia Dois a Dois nao implica independéncia.

De fato, no lancamento de 2 moedas honestas independentes, os
eventos A =“primeira langamento é cara”, B =“segundo lagamento é
cara” e C' =“os dois lancamentos sao iguais ” sao independentes dois a
dois mas nao sao independentes.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 3



Exemplo 2

(@1-2017/01: Trés atiradores, Alberto, Bernardo e Carlos, atiram

independentemente uma vez num alvo. Sabe-se que as probabilidades

de acertar o alvo sao 2/3 para Alberto, 3/4 para Bernardo e 1/2 para
Carlos. Calcule a probabilidade

a) de que o alvo seja atingido;

b)

¢) de no méximo um dos trés acertar o alvo;
)

d

de que somente um dos trés acerte o alvo;

condicional de Alberto ter acertado, dado que o alvo foi atingido
por no maximo um dos trés atiradores.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 3



Solugao: Considere os eventos

= “Alberto acerta o alvo”, B = “Bernardo acerta o alvo”
= “Carlos acerta o alvo”, D = “o alvo ser atingido”
= “o0 alvo ser atingido por somente um dos atiradores”

= “no maximo um dos trés atiradores acertar o alvo”

a) Queremos calcular P(D). Para isso, use a independéncia de A¢, B¢ e
C*¢ para calcular P(D¢) e lembre

P(D) = 1 — P(D°) ~ 0.958.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 3
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b) Queremos calcular P(E). Escreva o evento E como
E={A°NB°NC}U{A°NBNC}U{ANB°NC},

use a lei de probabilidade total e independéncia dos eventos A, B e
C, para obter P(E) = 2242 = 0.25

¢) Queremos calcular P(F'). Nesse caso, note que
F=(ANB°NC°)UE,
use a lei da probabilidade total e a independéncia dos eventos A, B
e C, para obter P(E) = 115342 ~ (.292
d) Queremos calcular P(A|F). Para isso, note que

P(ANF) PANB°NCY  2/24

PAIF) = P(F) P(F) T 7/24

~ 0.28.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 3 10



Variavel aleatdria

Seja © um espago amostral. Uma varidvel aleatoria (v.a.) é uma
funcao de §2 assumindo valores em R.

V.a.s fornecem “resumos numéricos” de um experimento aleatério.

Variaveis aleatorias serao denotadas em geral por letras maiisculas do

final do alfabeto:
XY Z,...

K@)

N

\\ @3 Xo) \\ X(o)
o / X(o) \
\d/\mn ) \ N\
\
2 "
S

x5 x;

x

Figura 5: (Varidvel Aleatéria. In: Wikipédia, a enciclopédia livre.)
Visualizacao de uma varidvel aleatéria X. A v.a. X atribui um valor
numérico X (w) para cada resultado possivel w € Q.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 4
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Exemplos de variaveis aleatorias

@ Em um experimento envolvendo 10 langamentos de uma moeda, o
numero de caras obtidos é uma varidvel aleatéria.

@ Em um experimento envolvendo 5 lancamentos de um dado, os
seguintes sao varidveis aleatérias:

a) A soma das 5 faces.

b) O nidmero de faces 4 nos 5 langamentos.
c¢) O valor da maior face obtida.

d) O valor da menor face obtida.

@ Em um experimento envolvendo a transmissao de uma mensagem,
o tempo necessario para transmitir a mensagem, o ntmero de
simbolos recebidos com erro e o tempo que leva para a mensagem
ser recebida sao varidveis aleatérias.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 4
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Eventos e variaveis aleatorias

Para todo = € R, escrevemos {X =z}, {X <z} e {X > x} para
denotar respectivamente os eventos

{lweQ: X(w)=z}, {fwe: X(w) <z}e{weQ: X(w) >z}

Se a v.a. X conta o nimero de coroas em 10 lancamentos de uma
moeda honesta, entdo usando Cara <> 0 e Cara < 1:

o (X =za}={we{0,1}: w +... 4wy =1}
0{XSI‘}:{’U)E{0,1}102w1+...+w10§1‘}.
0{XZ.CL‘}:{’U)G{0,1}10:w1+...—|—w102£€}.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 4



Funcao massa de probabilidade de v.a.s discretas

Uma v.a. X é discreta se existe um conjunto enumerdvel Qx C R t.q.

X e Qx.

A fun¢ao massa de probabilidade (fm.p.) de uma v.a. X discreta é a
funcédo px dada por

px(z) =P(X =z),z € Qx.

Note que a f.m.p. px de uma v.a. X satisfaz

px(z) > 0 para todo x € Qx
ZCEEQX pX(x) =1

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 4
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Variavel aleatoria Bernoulli

Uma v.a. X é Bernoulli de parametro p € [0, 1], se:
@ X assume valores 0 ou 1, isto é Qx = {0,1}.
Q@ px(1)=P(X=1)=pepx(0)=P(X=0)=1-—p.

Notagao: X ~ Ber(p).

Observagoes:
e Codificacao: 0 +» “fracasso” e 1 <+ “sucesso”.
o O espaco amostral €2 nao aparece explicitamente na definicao.

@ Fnsaio de Bernoulli: experimento aleatorio que resulta em
“sucesso” ou “fracasso”, mas NAO ambos.

e Parametro p: probabilidade de sucesso.
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Variavel aleatoria Binomial

Uma v.a. X é Binomial de parametros n e p, se:
@ X assume valores 0,1,...,n, isto é Qx = {0,1,...,n}.
@ Para cada xz € {0,1,...,n}:

Notagao: X ~ Bin(n,p).

Observacoes:

@ X ¢é o ntmero de sucessos em n ensaios independentes de Bernoulli
com probabilidade p de sucesso = X ~ Bin(n, p).

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 4
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Figura 6: (Blitzstein, J.K. e Hwang, J. Introduction to probability, p.102.)
Grafico da f.m.p. para quatro varidveis aleatérias Binomiais.

ProbEst Aula 4
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Variavel aleatéria Poisson

Uma v.a. X é Poisson de parametro A > 0, se:
@ X assume valores 0,1,2, ..., isto é Qx = N.

@ Para cadaxz € N:
_ N
px(z) =e ol

Notagao: X ~ Poi()).

Observagoes:

e Relagao Binomial e Poisson: fixe A > 0 e denote p = A\/n. Se n
for grande o suficiente, entdo o niimero de sucessos em n ensaios
de Bernoulli independentes com probabilidade p de sucesso pode
ser bem aproximada por uma v.a. Poi(}).

oo \* )xez\ = 1.

e px é uma f.m.p. vélida: e Yoo Gr =€
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Exemplo 2:

(2-2017/01. Um aluno de educagao fisica, conhecido na escola por ser
“bom de pontaria”, é desafiado pelos amigos num jogo de basquete. O
desafio consiste em fazer 20 lances livres de forma independente ao
cesto de basquete e avaliar sua performance nessas jogadas. Sabe-se
que em média a cada 20 lancamentos ele acerta 15. Com base nesta
informacao, responda as perguntas a seguir.

a) Calcule a probabilidade do aluno acertar ao menos 17 das 20
jogadas.

b) O professor de basquete da escola decide entrar na brincadeira e
fazer o desafio. Sabe-se que a probabilidade do professor errar o
arremesso ao cesto é de 0.01. Usando a aproximacao da Binomial

pela Poisson, calcule a probabilidade do professor errar no maximo
2 vezes em 300 lancamentos ao cesto.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 4
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Solucao:
a) Seja X a v.a. que representa o nimero de acertos ao cesto em 20

jogadas. Temos que X ~ Bin(20,0.75) e queremos calcular
P(X > 17). Para isso, basta lembrar

20

20

P(X>17)= ) (w > (0.75)7(0.25)207% ~ 0.225.
=17

b) Seja Y o niimero de erros ao cesto em 300 jogadas, temos que

Y ~ Bin(300,0.01), que pode ser aproximada por uma v.a. Poisson
de parametro 3. Logo,

=~ 5(3)
P(Y<2)m> e ~ 0.423.

z!

=0

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 4 10



Exemplo 3

(2-2017/02. Uma empresa faz transporte de material por meio de
caminhoes e o volume de encomendas que ela recebe oscila ao longo do
tempo. Admita que, escolhendo ao acaso um dia de trabalho:
e O nuimero de entregas a serem feitas segue uma distribuicao de
Poisson com “média” de 5 entregas/dia.
@ A empresa pode contratar, por empreitada, trabalhadores
autonomos que constam de uma lista de 6 nomes. Todos eles tem
a mesma chance p de virem a ser contratados para servir a
empresa naquele dia, e hd independéncia entre as decisoces de se
contratar ou nao relativas aos diversos trabalhadores da lista;

Pergunta-se:

a) Qual é a probabilidade de que nesse dia sejam feitas no maximo 4
entregas, dado que ocorrerao pelo menos 3 entregas?

b) Quais sao os valores possiveis de p, se a probabilidade de serem
recrutados exatamente 3 empregados da lista de 6 é igual a 0.276487
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Solugao:
a) Seja E o nimero de entregas do dia. Queremos calcular
P(E < 4|FE > 3). Como E ~ Poi(5), temos que

P(E < 4]E > 3) = Pﬁéi ;4) = P(E1__31;>J;P§(2>_ D ~ 0361

b) Seja T o numero de trabalhadores auténomos contratados no dia.
Entao, T' ~ Bin(6, p) e queremos achar p tal que

P(T = 3) = 0.27648.
Como, P(T = 3) = 20p*(1 — p)® = 20[p(1 — p)]? temos que
p(1 —p) = (0.2764820)"/3 = 0.24,

o que nos leva & equacdo do 2° grau: p? — p + 0.24 = 0, cujas
solugoes sao p = 0.6 e p = 0.4, ambas validas.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 4
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Valor esperado (esperanga, média) para v.a.s discretas

O walor esperado de uma v.a. X discreta é definido por

E(X)= ) aP(X=2)= > apx(2),

CEGQX CEGQX

onde estamos supondo, no caso x infinito, que

> lzlpx (@) < oo

$€QX

O valor esperado é uma medida de centralidade. Esse valor depende
somente da distribuicao da v.a. X, isto é, da f.m.p. px.

Em particular se v.a.s X e Y tém a mesma f.m.p. entao E(X) =E(Y).

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 5
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Exemplo 1

Se X ~ Ber(p) entao E(X) = p. Em particular, se A é um evento e X ¢é
a v.a. dada por

1, sewe A U
’ , (fungao indicadora)

X(w) = Lgay(w) = {

0, caso contrario

entao E(X) =P(A).
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Exemplo 2

Exemplo 3: Se X ~ Bin(n, p) entao

500 = 3o (M)rra-p

=1
n—1 _ _

= np)y_ (x_l)p’” H1—p) "

=1

-1
_ . n— (1 n—1—i __
= ) (-, )PA-—p)" T =,

=0

onde na quarta igualdade usamos o Binémio de Newton.
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Exemplo 3

Se X ~ Poi()), entao

E(X) = Z xef)‘ﬁ

r=1
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Linearidade da esperanca

Teorema 2. (Linearidade da esperanca) Se X é v.a, entao para todos
nameros reais a e b,

E(aX +b) = aE(X) +b.
Mais geralmente, X e Y sao v.a.s, entao para todos ntimeros reais a e b,

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).
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Exemplo 4

Considere uma urna com b bolas brancas e v bolas vermelhas. Qual é o
numero médio de bolas brancas se fizermos n extracées com reposicao?
E se as extracoes forem sem reposicao?

Solugao: Seja X; o indicador de que na i-ésima extracao a bola é
vermelha. Como as extragoes sdo com reposi¢ao, as v.a.s Xi,..., X,
sao todas Bernoulli de parametro b/(b+ v). O total de bolas vermelhas
6 X =37 | X;. Pela linearidade da esperanga,

E(X)=E (ZX) =) E(X;) = nbj)—v'
i=1 =1

O ntmero médio de bolas brancas sem reposi¢ao também é igual
nb/(b+ v), por que nesse caso as v.a.s Xi,..., X, continuam sendo
Bernoulli de parametro b/(b + v). (Obviamente isso sé faz sentido se
n<b+wv.)
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6



Exemplo 5

Paradoxo de Sao Petersburgo: Suponha que uma moeda honesta é
jogada repetidamente até que a primeira cara apareca. O jogo paga 2"
reais se a primeira cara aparecer na n-ésima jogada. Qual o lucro
médio ao jogar esse jogo? Qual o preco que um individuo pagaria para
entrar neste jogo?

Solucdo: Seja X o lucro obtido ao jogar esse jogo. Entdao X = 2V,
onde N é o numero total de vezes que a moeda honesta é jogada e assim

E(X) = 225 = 0.
i=1
Note que
o] 1
E(N) = Zzg =2,
i=1

de forma que E(X) = E(2V) = 0o # 4 = 2E(V)1

Mensagem: Em geral E(g(X)) # ¢g(E(X)) para g nao-linear!
ProbEst Aula5 7



Esperanca de funcao de v.a.

Como calcular E(g(X)) quando X é uma v.a. discreta?

Teorema 2: Se g: R — R e X é v.a. discreta, entao

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 5



Variancia e Desvio Padrao

Seja X uma v.a. A variancia de X é definida como
Var(X) = E (X — E(X))?).

A variancia é uma medida de dispersao da v.a. X. Note que
Var(X) = E(X?) — (E(X))?.

Em particular, se E(X) < oo, entdo E(X?) > (E(X))2.

O desvio padrao de X é definido por

DP(X) = /Var(X).

O desvio padrao é uma medida de dispersao com a mesma unidade que
v.a. X (ao contrario da variancia cuja unidade é o quadrado da

unidade da v.a. X).
ProbEst

Aula 5
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Exemplo 1

Em que situacao a variabilidade é maior: em lancamentos de uma
moeda honesta ou de uma moeda viesada?

Solugao: Devemos calcular a variancia de uma v.a. Bernoulli de
parametro p e determinar o valor de p para o qual a variancia ¢é
méaxima. Se X ~ Ber(p), entdao Var(X) = p(1 — p).
De fato, sabemos que E(X) = p. Como X? = X temos E(X?) = E(X).
Logo,

Var(X) = E(X?) — (E(X))* = p(1 - p).
Maximizando Var(X) como funcao de p, temos que o valor méximo de
Var(X) é 1/4 e esse valor é atingido para p = 1/2.

Assim a variabilidade é maior em lancamentos de uma moeda honesta.
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Exemplo 2

Variancia da Poisson: se X ~ Poi()\), entao Var(X) = A.

Solugao: Precisamos calcular E(X?), pois ji vimos que E(X) = \.

Para isso, derive duas vezes a expansao de Taylor de e* para obter

xi:o:lxx = e eZa: = (A +Dred

Disso segue que,

E(X?) = *)‘Zx —)\2+/\,

e dai temos

Var(X) = E(X?) — (E(X))? = A+ XA =22 =\,

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 5
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Independeéncia de variaveis aleatorias discretas

Duas v.a.s discretas X e Y sao independentes se
PX =2,Y =y) =P(X =2)P(Y =y),

para todo x € Qx e y € Qy.

A fungao pxy(z,y) =P(X = z,Y = y) é chamada funcdao massa de
probabilidade conjunta de X e Y.

Estudaremos em detalhe as f.m.p. conjunta mais adiante.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 6
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Exemplo 3:

Em um lancamento de dois dados honestos, se X é a face do primeiro
dado e Y a face do segundo, entdao as v.a.s X +Y e X — Y nao sao
independentes.

Por um lado temos que
PX+Y=12X-Y=0)=P(X=6,Y=6)=1/36.
Por outro lado, P(X +Y =12) =P(X =6,Y =6) =1/36 ¢
PX-Y=0)=PX=1Y=1)+...+P(X=6,Y =6)=1/6

de modo que

P(X+Y =12,X-Y =0) = — ;é —Z=P(X4Y = 12)P(X -Y =0).

366
Logo as v.a.s X +Y e X — Y sao dependentes.
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Exemplo 4:
Variancia da Binomial: Se X ~ Bin(n,p), entao Var(X) = np(1 — p).

Solugao: Como X =>"" | X; com Xi,...,X, i.i.d. Bernoulli de
parametro p, temos Xi2 = X, para todo i e assim

Z X+ Z X, X;
i,j=11i#j
Da linearidade da esperanca segue que
E(X?) = nE(X1) 4+ n(n — DE(X1X3) = np 4+ n(n — DE(X; X).
Usando a independéncia de X7 e Xo, temos
E(X1 X)) =P(X1=1,Xo=1) =P(X; = 1)P(Xy = 1) = p?,
de forma que
Var(X) = E(X?) - (E(X))? = np — np® = np(1 - p).
ProbEst
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Exemplo 5:

()2-2016/02. Um supermercado faz a seguinte promog¢ao: o cliente, ao
passar pelo caixa, lanca um dado. Se sair face 6 tem um desconto de
30% sobre o total de sua conta. Se sair face 5 o desconto é de 20%. Se
sair face 4 o desconto é de 10% e se ocorrerem faces 1, 2 ou 3, o
desconto é de 5%.

a) Encontre a fungao de probabilidade do desconto concedido.
b) Calcule o desconto médio concedido.

c¢) Calcule o desvio padrao do desconto médio concedido.
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Solugao: Seja X a v.a. que representa o desconto dado pelo
supermercado.

a) Temos que Qx = {0.05,0.1,0.2,0.3} e a f.m.p px é dada por

1/2, se x = 0.05

(2) 1/6, se z = 0.1

xr) =

px 1/6, se = 0.2
1/6, se x = 0.3

b) Queremos calcular E(X). Por defini¢ao,

1 1 1 1
E(X) = 0.05 x §+0.1>< 6+0.2x6+0.3x6_0.125
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Continuagao da solucgao:
¢) Queremos calcular DP(X) = /Var(X). Para isso, note que

1 1 1 1
E(X?) = (0.05)% x 5+(0.1)2 x et (0.2)% x et (0.3)% x 5 ~ 0.02458,
e lembre que

Var(X) = E(X?) — (E(X))? ~ 0.02458 — (0.125)% ~ 0.009.

Logo, DP(X) = 1/0.009 ~ 0.094.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 6
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Variaveis aleatérias continuas

Enquanto v.a.’s discretas contam fenomenos de interesse, v.a.’s
continuas vém de um processo de medi¢do. Alguns exemplos sdo:

e Tempo que leva para atendimento em uma fila
e Tempo de vida de um equipamento eletronico

e Tamanho de uma peca em uma fabrica

Em todos esses casos note que 2 = [0, 00), um conjunto nao-enumerdvel

Dizemos que X é uma v.a. continua se existe uma funcao fx : R — R,
denominada func¢ao densidade de probabilidade (f.d.p.) satisfazendo:

1) fx(z)>0

b
2) ]P’(angb):/ fx(x) da

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 7 1



Variaveis aleatérias continuas

1)

T T |
a b

Figura 7: (Pinheiro, J. I. D., et. al. Probabilidade e Estatistica, p. 83)
Funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria continua.

Note que fx(z) NAO é P(X = z)! Esse tltimo valor é sempre zero:

0 =[xt
Portanto, se a < b é verdade que
Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X <D).
ProbEst Aula 7



Variavel aleatoria uniforme

Uma v.a. continua é dita uniforme no intervalo [a, b] se a sua f.d.p. é
dada por

L, sea<z<b
fx(@) = {(b),a caso contrario.
Notagao: X ~ Unif([a,b)).
flx
ﬁ_ —
0 a b X

Figura 8: Distribuigdo Uniforme. In: Wikipédia, a enciclopédia livre.
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Exemplo 1

Ao arredondar nimeros reais para os inteiros mais proximos, os erros
de arredondamento assumem valores entre —0,5 e 0,5. E razoavel

modela-los como uma v.a. uniforme nesse intervalo, de modo que a sua
f.d.p. é dada por

1, se —05<2<0,5

0, caso contrario.

fx(z) =

Dessa forma, a probabilidade de que o erro de arredondamento, em
modulo, seja menor que ou igual a 0,2 é dada por

0,2
P(X|<02) = [ fx(x) do =04,
0,2
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Variavel aleatoria exponencial

Uma v.a. continua é dita exponencial de parametro A se a sua f.d.p. é
dada por
{)\e_)‘m, sex >0

0, caso contrario.

Notagao: X ~ Exp()).

1.5
14
13 F
12
L1

>
o

Figura 9: Distribuicao Exponencial. In: Wikipédia, a enciclopédia livre.
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Variavel aleatoria exponencial - aplicagoes

e Tempo entre emissoes de particulas por uma substancia radioativa

e Tempo entre chamadas telefénicas em uma central de
auto-atendimento

e Distancia entre mutagoes em uma fita de DNA

e Altura de moléculas de gds em um campo gravitacional uniforme a
temperatura e pressao fixos

o Em Meteorologia, precipitagdo méxima em um determinado
intervalo de tempo

e Tempo de vida ttil de aparelhos eletronicos
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Exemplo 2

Seja T o tempo entre duas falhas consecutivas de um aparelho

eletronico, medido em dias, e suponha que T ~ Exp(2).

a) Qual a probabilidade de termos pelo menos dois dias entre duas
falhas consecutivas?

b) Sabendo que nao ocorre uma falha hé pelo menos cinco dias, qual
a probabilidade de que precisemos esperar pelo menos mais dois
dias até a proxima falha?

Solucgao:

a) Sendo fr(t) = 2e~%, para t > 0, temos que:

o 1
P(T >2) = / 2¢ " dt = — ~0,0183.
2 €

P(T>7) [;722dt 1/ 1
P(T>7|T>5)= PT=5) " [z 1e0 0,0183.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 7 7



Variavel aleatoria exponencial - perda de memoria

Teorema: Uma variavel aleatoria continua X satisfaz a propriedade
da perda de memdria, i.e.,

PX>s+t|X>t)=P(X >s),Vs,t >0
se e somente se X ~ Exp(A).

Prova: Provemos somente que se X ~ Exp(A) entao X tem a
propriedade da perda de memoéria. De fato,

P(X >s+1)
P(X >t)
67)\(5+t)

= = e =P(X > s).

PX>s+t| X>t)=

A prova da implicacao contraria foge do escopo do curso.
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Funcao de distribuicao acumulada

Independente de qual seja o tipo de uma v.a. X, sempre podemos
definir a sua funcdao de distribuicao acumulada (f.d.a.) como

Fx(xz) =P(X < x), para z € R.

Teorema: A f.d.a. de uma v.a. X satisfaz as propriedades abaixo:
e Fx é nao-decrescente, ou seja, ¢ <y = Fx(z) < Fx(y)
lim Fyx(z)=0

r—r—00

lim Fx(z)=1
T—00

o A f.d.a. caracteriza a distribuicdo de modo tnico: se Y é outra
v.a. tal que Fx = Fy, entao a distribui(;éo de X e Y é a mesma

e Se X é discreta, entao Fx(z pr
y<z
e Se X é continua, entdao Fx(x / fx(t) dt, e fx(z) = Fi(z)

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 7
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Exemplo 3

Seja X ~ Bin(4,1/2). Entao as suas fm.p. e f.d.a. sao dadas,

respectivamente, por

1/16,
1/4,
px(z) = 3/8,
1/4,
1/16,

DME - IM - UFRJ

sex =10
sex =1
se x = 2
sexr =3
sex =4

ProbEst

1/16,
5/16,
11/16,
15,16,

sex <0
se0<x <1
sel<x<?2
se2<xr<3
sed<x<4
se x > 4.
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Figura 10: (Blitzstein, J.K. e Hwang, J. Introduction to Probability, p.109.)
Funcgao massa de probabilidade e fungao de distribuigao acumulada de uma
varidvel aleatéria X ~ Bin(4,1/2).

Note que P(X = z) = Fx(x) — lim Fx(y), ou seja, a probabilidade do
y—x~
valor z ser assumido é o tamanho do saldo da f.d.a. no ponto x.
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Variavel aleatoria exponencial
Lembremos que X ~ Exp(\) se a sua f.d.p. é dada por fx(z) = Ae 7,
para z > 0, de modo que Fx(z) =0 para z <0, e

x
Fx(z)=P(X <z)= / de Mdt=1—e sex>0.
0

0 1 2 3 4 5

Figura 11: Distribuicao Exponencial. In: Wikipédia, a enciclopédia livre.
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Relacao entre exponencial e Poisson

Um processo de “chegadas” (ou ocorréncias) a tempo continuo é
chamado de Processo de Poisson com taxa A > 0 se:

© O numero de chegadas que ocorrem em um intervalo de
comprimento ¢t é uma v.a. Poisson de parametro \t.

@ O nimero de chegadas que ocorrem em intervalos disjuntos sao
independentes uns dos outros.

b4 N N
I 7% 7% 7% 7% 7%

0 T T, T, T, T,

Figura 12: (Blitzstein, J.K. e Hwang, J. Introduction to probability, p.223.)
Processo de Poisson. Cada marca X indica a ocorréncia de uma chegada.
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e Em um processo de Poisson, denote por Ny o nimero de chegadas
no intervalo [0, ¢]. Temos que N; ~ Poi(At).

@ Seja 11 o tempo da primeira chegada. Qual é a distribuicao de 137
Para cada t > 0, observe que

P(Ty >t) =P(N; = 0) = e,

de modo que Fr, (t) =1 — e~ e portanto T3 ~ Exp()).

e Qual a distribuicao de T — 17, o tempo entre a primeira e segunda
chegadas? Como o nimero de chegadas em intervalos disjuntos sao
independentes, Ty — T} é independente de Ti.! Além disso, usando
0 mesmo argumento acima, podemos deduzir que
TQ — T1 ~ Exp()\).

e De modo similar, T3 — Ty ~ Exp()), independentemente de
T2 - T1 (§ Tl.

Tsso requer demonstragéo. Envolve a falta de meméria da exponencial.
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e De modo geral, o tempo entre duas chegadas sucessivas é uma v.a.
exponencial de parametro A, independentemente dos tempos entre
as chegadas anteriores.

@ Conclusao: em um Processo de Poisson de taxa A > 0,

o o nimero de chegadas em um intervalo de comprimento ¢ é Poi(\t),
e
o os tempos entre chegadas sdo Exp(\) independentes.

e Assim, o Processo de Poisson relaciona as v.a.s Poisson (discreta)
com as exponenciais (continua).
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Média e variancia de uma variavel aleatéria continua

Analogamente ao caso discreto, se X é uma v.a. continua com f.d.p.
fx, definimos a esperanca de X por
[e.9]
E[X] = / xfx(z) dz,

—0Q0

e a variancia de X por
Var(X) = E ((X - IE(X))2> :

Também é verdade que Var(X) = E(X?) — E[X]?, onde

E[X?] = /OO 22 fx(z) du.

—0o0
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Média como centro de massa

Note que podemos fazer uma analogia entre a média de uma v.a. e o
centro de massa de um corpo cuja densidade de massa é a f.m.p. ou
f.d.p. da v.a. em questao:

08

0.6
1

04

) ®

00

Figura 13: (Blitzstein, J.K. e Hwang, J. Introduction to probability,
p.139/201.) Média como centro de massa, casos discreto e continuo,
respectivamente.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 8



Média e variancia da uniforme

Seja X ~ Unif([a, b]). E facil verificar que:

b
1
E[X]:/xb da::a+b

—a 2
b 2 2
1 b+b
E[XQ]:/ 22 dp = LT ab+ 0"
o b—a 3
Logo, deduzimos que
(b—a)?

Var(X) = E(X?) - (B(X))? = ¥
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Média e variancia da exponencial

Seja X ~ Exp()\). E facil verificar que (integracio por partes):
e 1
E[X] :/ zhe N dr = <
0 A

o 2
E[X?] = / e M de = =
0 A

Assim, temos que

Var(X) = E(X?) — (E(X))? = —.
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Exemplo 1

(21-2018/01. O Chile encontra-se em uma das regides do mundo que

apresentam os maiores indices de ocorréncia de terremotos. Suponha

que o intervalo de tempo T entre a ocorréncia de dois terremotos

sucessivos possa ser modelado por uma varidvel aleatéria exponencial

com média desconhecida 1/X, em meses. Com base em dados histéricos

sabe-se que a probabilidade de que o intervalo de tempo entre dois

terremotos exceda um ano é de 0,001%.

a) Usando a informagao contida nos dados histéricos, calcule o valor de
A e em seguida escreva a expressao matematica da funcao densidade
de probabilidade da varidvel aleatoria T'.

b) Determine o niimero médio de terremotos no Chile durante um
periodo de 6 meses e em seguida calcule a probabilidade de que
nesse periodo de tempo ocorram no maximo dois terremotos.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 8
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Solugao:
a) Temos que 107° = P(T > 12) = e~ '?*, de modo que
A =1In(10°)/12 ~ 0,9594. Portanto, a f.d.p. de T' é dada por

0,9594¢=0:9594t  go ¢t >
Fr(t) = { B

0, caso contrario.

b) Seja X a v.a. que representa o nimero de terremotos no Chile em
um periodo de 6 meses. Entao X ~ Poi(6 x 0,9594), de modo que
E(X) =6 x0,9594 ~ 5,76, e

2 2 (5,76)*
P(X <2)=) P(X =z)=) e >0 ~0,0736.

xX.
z=0 =0
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Outras medidas de centralidade e dispersao

O quantil ¢ de uma v.a. X com f.d.a. Fix ¢ o menor nimero (g,
que satisfaz Fx({;) > ¢

e O primeiro quartil ou quartil inferior da v.a. X, denotado por
q1(X), é o quantil (25

O segundo quartil ou mediana da v.a. X, denotado por ¢2(X), é o
quantil (o 5

e O terceiro quartil ou quartil superior da v.a. X, denotado por
q3(X), é o quantil (o 75

e A distancia interquartil, denotada por DIQ(X), é a diferenca entre
os quartis superior e inferior, isto é DIQ(X) = ¢3(X) — q1(X).

Observagao: A mediana é uma outra medida de centralidade, e a
distancia interquartil é uma outra medida de dispersao.
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Exemplo 2

Seja X ~ Exp(2). Calcule E(X), Var(X), DP(X), ¢1(X), ¢2(X), ¢3(X)
e DIQ(X).

Solugao: Sabemos que E(X) =1/2, Var(X) =1/4 e DP(X) =1/2.
Para calcular o quantil g, note que ele é o valor (, tal que

Cq ]_
q=Fx(¢) = / 2 dr=1—e % = (= —5 (1 -qg).
0
Portanto, temos que:
q1(X) ~0,1438 ¢2(X) = 0,3466 ¢3(X) ~ 0,6931 DIQ(X) = 0,5493

= Nao é verdade que E[X]| = ¢2(X) e Var(X) = DP(X)!
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Variavel aleatéria normal

Uma v.a. X é normal ou gaussiana de parametros p e o2 se a sua f.d.p.

¢é dada por
1 1(x— p)?
fx(x) = ﬁexp <_2(02)> , para x € R.

Notagao: X ~ N(u,o?).

1.0

08

06

0.4

02

0.0

Figura 14: (Normal Distribution. In: Wikipédia, a enciclopédia livre.)
2

Visualizacao de uma variavel aleatéria normal, com diversos valores de p e o°.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 9
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Variavel aleatoria normal

flx)

Figura 15: (Pinheiro, J. I. D., et. al. Probabilidade e Estatistica, p. 99)
Funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria normal,
exibindo alguns valores importantes: 68,3% de probabilidade encontra-se

entre u — o e u+ o; 95,4% de probabilidade encontra-se entre p — 20 e u+ 20.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 9
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Variavel aleatéria normal

o Uma das distribuicoes mais importantes da Probabilidade e
Estatistica

@ Teorema Central do Limite: “Se Fn,..., E, sdo quantidades
aleatérias independentes, entao E7 + ... E, tem distribuicao
aproximadamente normal, se n é suficientemente grande”.
Voltaremos a isso em breve!

@ Pode ser usada para modelar fendomenos que sao descritos pela
sobreposicao de diversos fenomenos independentes de origem
desconhecida (e.g., interferéncias e ruido de medigao de

equipamentos)
o E impossivel calcular Pla< X <b) = f;’ 2;02 exp (f%(i;igf) dx

analiticamente = uso de tabelas para o calculo de probabilidades
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Variavel aleatéria normal

Dizemos que Z tem distribui¢ao normal padrao se Z ~ N(0,1).
Denotamos por ¢ e ® as suas f.d.p. e f.d.a., respectivamente:

p(z) = \/12? exp (—522)

D(2)=P(Z < 2) = /Oo o O <—122> dz

1.0

0z 03 04 05

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

00 0.1

-3 -2 - 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 16: (Blitzstein, J.K. e Hwang, J. Introduction to probability, p.212.)
Gréficos das fungoes ¢ e @, respectivamente.
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Variavel aleatoria normal - propriedades

Se X ~ N(p,0?) entdo vale que:
o E[X] = p e Var(X) = o2
o A f.d.p. de X é simétrica com respeito a x =
e Em particular, ®(—z) = 1 — ®(z), para todo z € R

a tem distribuicao normal padrao
o

Essa ultima propriedade nos permite calcular qualquer probabilidade
usando uma tabela da normal padrao:

]P’(GSXSb):IP’<a hogobor “) ¢<bﬂ>_¢<au)

g g g g

P(XSG)—P<ZSG;“)_¢)<G;M>
P(XZG):P<ZZG_”):1_<D<G—M>

g

Q

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 9
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A tabela da normal padrao

z 000 001 002 003 004 005 006 007 008 0.09

0.0 | 5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5350
0.1 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
02| 5793 .5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141
0.3 | 6179 .6217 6255 .6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
0.4 | 6554 6591 6628 .6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879

0.5 | 6915 .6950 .6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
0.6 | .7257 7201 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 7549
0.7 | 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
0.8 | 7881 .7910 7939 7967 7995 .8023 .80S1 .8078 8106 .8133
0.9 | .8159 8186 8212 8238 8264 .8289 .B315 8340 8365 8380

1.0} 8413 8438 8461 8485 8508 .8531 .8554 8577 8599 8621
1.1 8643 8665 8686 8708 8720 8749 8770 8790 8810 8330

1.2 | 8849 BB6Y 8888 8907 8925 8944 8062 B98O .8997 9015
1.3 ] 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
14 E 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319

Figura 17: Excerto de uma tabela de probabilidades da normal padrao. Note
que, pela simetria, nao é necesséario informar probabilidades para os valores
negativos de z.
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Exemplo 1

Suponha que o tempo X, em minutos, corresponde ao tempo que uma
pessoa leva para executar determinada tarefa e varia conforme uma
distribuicdo normal com parametros y (média) e o2 (desvio padrdo).
Suponha também que a probabilidade de que a tarefa seja executada
em 70 minutos no maximo é 0,75, e a probabilidade de que a tarefa
seja executada em no maximo 50 minutos é 0,25.

a) Determine os valores de i e 2.

b) De todas as pessoas que necessitam de pelo menos 75 minutos
para executar a tarefa, qual a porcentagem correspondente das
pessoas que precisarao de mais de 85 minutos?

¢) Qual a probabilidade de que o tempo que uma pessoa leva para
executar a tarefa se desvie da média por menos que dois minutos?
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Solucao:

a) Sabemos que:

70 — 70 —
0,75:1@()(370):@( - “): - P 0,67

50 — 50 —
0,25:IP’(X§50):<I>< “) = — P 067

g

Temos entao um sistema com duas equacoes e duas incognitas para
1 e o, que ao ser resolvido, resulta em p = 60 e 0 = 14,9 minutos.
b) Queremos calcular:

P(X >75) 1-®(1,01)

>85) _ 1= ®(L68) o0

P(X > 85|X > 75) =

¢) Temos que:

P(IX —p|<2)=P(—2< X —pn<2)=P(—2/0 < Z < 2/0)
=P(—0,13 < Z < 0,13) = 26(0,13) — 1 ~ 0,1034.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 9
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Funcao de variavel aleatoria

Se X é uma v.a. e g : R — R é uma funcao, entao podemos estar
interessados na distribuigao de Y = g(X):

@ Se D é o diametro de um rolamento esférico, entao seu volume é
3

T
dad —
ado por 5

@ Se V é a voltagem em um circuito elétrico onde passa uma corrente
i (valor fixo conhecido), entao a poténcia é dada por W = Vi

@ Se X e Y sao peso e altura, respectivamente, de individuos em
uma populacio, entdo o IMC é dado por X/Y?

Em certos casos é possivel encontrar a distribuicao de Y conhecendo
X, porém nao nos focaremos nisso no curso.

Ainda assim, vejamos um exemplo a fim de esclarecimentos.
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Exemplo 1

Augusto é o gerente de uma revendedora de carros. Toda semana ele
tem cinco carros para venda. Se ele vender até dois carros, nao ganha
qualquer adicional ao seu saldrio; porém, se conseguir vender trés ou
mais carros, ganha um prémio de R$ 500,00 por cada carro vendido.
Suponha que as chances de venda dos diversos carros sao independentes
e que a probabilidade de cada carro ser vendido é 0,6. Determine a
funcao massa de probabilidade do prémio semanal ganho por Augusto.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 10

2



Solugao: Temos que X ~ Bin(5,0,6), e se Y é o prémio semanal
ganho por Augusto, temos que

P(Y =0) =P(X < 2) =0,3174
P(Y = 1.500) = P(X = 3) = 0,3456
P(Y = 2.000) = P(X = 4) = 0,2592
P(Y = 2.500) = P(X = 5) = 0,0778
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Esperanca e variancia de funcao de v.a.

Teorema: Se X ¢ v.a. discreta, entao Y = g(X) também é discreta e
vale que

Elg(x)] = 3 g(x) (X =)
zEQx
Var(g(X)) = Y (9(z) - E[g(X)])* P(X = ) = E[9(X)?] - E[g(X)]*

TEQ X

Teorema: Se X é v.a. continua com f.d.p. fx e g é tal que Y = g(X)
também o seja, vale que

Elo(x)] = [ " g(@)fx (@) de

Var(g(X)) = / " (9le) — EgQO)? fx (2) da = E[g(X)?] — E[g(X)]?
T,

Aula 10 4



Exemplo 1 (continuacao)

Se quiséssemos saber apenas o prémio médio semanal ganho por
Augusto e o seu respectivo desvio padrédo, bastaria notarmos que:

5
E[Y] =Y O0P(X =k)+ Y _500kP(X = k) = R$ 1.231,30
k=0 k=3

2 5

E[Y? =) 0*P(X =k)+ ) (500k)’P(X = k) = (RS)? 2.300.650
k=0 k=3

Var(Y) = 2.300.650 — (1.321,30)% = (R$)? 784.550,31

DP(Y) = /Var(Y) = R$ 885,75
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Propriedades da média e da variancia

@ Se ¢ é uma constante, entao E[c] = ¢ e Var(c) =0
ElaX + b] = aE[X] + b, para a,b € R

Se E[X] é finita, entdo Var(X) = E[X?] — E[X]?
Var(aX +b) = a?Var(X), para a,b € R

DP(aX +b) = |a|DP(X)

X —p
(o

tem

Se u = E[X] e 02 = Var(X) sao finitas, entdo Z =

média zero e variancia 1.

~ s ~ — M . ) s ~
Atencao: Se X é normal entao também o é, porém isso nao

vale para qualquer distribuicao!
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Exemplo 2

(4-2015/02. Uma empresa transporta carga e o custo C'(X) do
transporte, em u.m., depende do peso X, em toneladas, da carga a ser
transportada, conforme a tabela abaixo:

Valoresde X | X <4 | 4< X <5 |b5<X<6|X>6
C(X) 400 600 800 1.500

Se o peso da carga a ser transportada for uma variavel aleatoria X com
distribuigao N (5,0,25), determine:

a) O valor esperado do custo do transporte.

b) O desvio padrao do custo do transporte

DME - IM - UFRJ ProbEst
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Solucao:

a) Temos que:

e portanto,

E[C(X)] = 400 x 0,0228 + 600 x 0,4772
+ 800 x 0,4772 + 1.500 x 0,0228 = 711,40 uw.m.

b) Analogamente, calculamos

Var(C'(X)) = 400% x 0,0228 4+ 600? x 0,4772

+ 8002 x 0,4772 4 1.500% x 0,0228 — (711,40)? = 26.058 uw.m.?,

de modo que DP(C(X)) =

Var(C(X)) = 161,43 u.m.

ProbEst Aula 10
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Variaveis aleatérias Bidimensionais

Em diversas ocasioes ¢é interessante estudar a relacao entre miltiplas
varidveis aleatérias de um mesmo experimento. Por exemplo:

o Medicina: Para avaliar a efetividade de um tratamento, pode-se
tomar varias medidas por paciente; a pressao arterial, a frequéncia
cardiaca e as taxas de colesterol podem ser mais informativas do
que qualquer uma dessas medidas separadamente.

e Financas: Para estudar a evolucao do preco das acoes de uma
empresa, coletamos uma série de medidas ao longo do tempo, e as
estumados conjuntamente. Essa série de medidas quando
considerada conjuntamente pode ser usada para deduzir a
tendéncia do prego das acoes da empresa.
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Distribuicoes conjuntas

Sejam X e Y v.a.s definidas no mesmo espaco amostral. O par (X,Y)
é chamado vetor aleatorio bidimensional.

O vetor aleatério bidimensional (X,Y’) é chamado discreto se X e Y
sao v.a.s discretas.

A fungao massa de probabilidade conjunta do v.a. (X,Y") discreto é a
funcao px y (z,y) definida por

pxy(z,y) =P(X =2,Y =y) para todo (z,y) € Qx x Qy.

Note que a f.m.p. conjunta px y satisfaz

pxy(z,y) > 0 para todo (z,y) € Qx X Qy
ZxEQX ZyeQY pX,Y(:E7 y) =1
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Distribuicoes marginais

Considere um v.a. bidimensional (X,Y") discreto. A func¢dao massa de
probabilidade marginal de X é a fungao px(z) definida por

px(z) = Z P(X =2,Y = y) para todo = € Qx.
yeQy

De modo similar, a funcdao massa de probabilidade marginal de Y é a
fungao py (y) definida por

py (y) = Z P(X =z,Y = y) para todo y € Qy.
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Exemplo 1

Considere o v.a. (X,Y) discreto com f.m.p. conjunta
1/2, se (2,9) = (0,0)
0, se (z,y) = (0,1)

1/4, se (z,y) = (1,0)
1/4, se (2,y) = (1,1)

Marginal de X: px(0) =1/2 =px(1) =1/2.

pxy(z,y) =

Marginal de Y : py(0) =3/4 e py (1) = 1/4.

Logo, X ~ Ber(1/2) e Y ~ Ber(1/4).
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Variaveis aleatérias independentes

Lembre que duas v.a.s discretas X e Y sao independentes se
PX =2,Y =y) =P(X =2)P(Y =y),
para todo x € Qx ey € Qy.

Em outras palavras, as v.a.s aleatdérias X e Y s@o independentes se a
fm.p. conjunta pxy ¢ o produto das maginais px e py:

pxy(7,y) = px(z)py (v),

para todo x € Qx ey € Qy.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 11
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De volta ao exemplo 1

Considere o v.a. (X,Y) discreto com f.m.p. conjunta

1/2, se (z,y) = (0,0)

_ 0, se (z,y) =(0,1)
pxy(@,y) = 1/4, se (x,y) = (1,0)
1/4, se (z,y) = (1,1)

Vimos que a marginal de X é: px(0) =1/2 =px(1) =1/2.
Vimos também que a marginal de Y é: py(0) = 3/4 e py (1) = 1/4.

As v.a.s X e Y sao independentes? Nao, ja que

pxy(0.1)=0% o= px(Opy(1).
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Distribuicao condicional

Seja (X,Y) um v.a. com fm.p. conjunta px y(x,y). A func¢io massa
de probabilidade condicional de X dado Y =y, com y € Qy tal que
py (y) > 0, é a fungao pxy (x|y) definida por

pX,Y(x7 y)

para todo x € Qx.
py ()

px|y (zly) =
Note que a f.m.p. condicional px|y satisfaz

px|y(7ly) > 0 para todo (z,y) € Qx x Qy
ZzGQX px|y(z|y) = 1 para cada y € Qy
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Ainda o exemplo 1
Considere o v.a. (X,Y) discreto com f.m.p. conjunta

1/2, se (z,y) = (0,0)
0, se (z,y) = (0,1)

1/4, se (z,y) = (1,0)
1/4, se (z,y) = (1,1)

A f.m.p condicional de X dado Y = 0:

pX,Y(x7y) =

(2]0) px.y(x,0) 2/3, sex =0
Xz = — =
P py (0) 1/3, se x =1

A fm.p. condicional de X dado Y = 1:

px,y(z,1 0, sex=0
py(af1) = 2L {

py (1) 1, sex=1
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Exemplo 2

(4-2018/02. Foi feito o loteamento de uma area rural em terrenos
retangulares. Para cada terreno, seu comprimento e sua largura, ambos
em decametros, podem ser iguais a 1 dam, 2 dam ou 3 dam. Denote
por X o comprimento e Y a largura de um terreno sorteado ao acaso.
A tabela a seguir fornece (apenas parcialmente) a distribui¢ao conjunta
de X e Y, variaveis aleatdrias supostas independentes:

Y
‘ X ‘ T 12713 |px
1 035 0,14
2 0,20
3 0,05
[y T To30T

Considere as v.a.s V = 2X + 2Y = perimetro do terreno e W = XY =

area do terreno (em dam?) e calcule:

a) o valor de cada probabilidade, conjunta ou marginal, omitido na
tabela acima.

b) a probabilidade condicional de que a drea seja igual a 4 dam?, dado
que o perimetro ¢é igual a 8 dam.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 11
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Solugao:

a) Denote P(X =1) =a e P(Y =1) =b. Em seguida, use a

independéncia para concluir que a = 0.7 e b = 0.5. Com essas

informacoes, podemos deduzir que

DME - IM - UFRJ ProbEst

P(X=3)=1-P(X=1)—-P(X =
P(Y =3)=1—PY =1)

P(X =1,Y =2) = (0.7)(0.3) = 0.21
P(X =2,Y =1) = (0.2)(0.5) = 0.10
P(X =2,Y =3) = (0.2)(0.2) = 0.04
P(X =3,Y =2) = (0.1)(0.3) = 0.03
P(X =3,Y =3) = (0.1)(0.2) = 0.02

Aula 11
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Continuacgao da solugao:
b) Queremos calcular P(W = 4|V = 8). Ora,

P(V =8,W =4)
P(V =38)
_ P(2X +2Y =8, XY = 4)
P(2X +2Y = 8)

P(W = 4|V =8) =

Agora, P(2X 4 2Y = 8) pode ser reescrita como
P(X =1,Y =3)+P(X =2,Y =2) + P(X =3,V = 1) = 0.25,
e P(2X +2Y = 8, XY =4) = P(X =2,Y = 2) = 0.06. Logo,

0.06
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Exemplo 3

Para cada uma das N ~ Poi()) bolas de uma urna atribuimos
independentemente uma cor, vermelha ou azul. A cor vermelha é
atribuida com probabilidade p e a cor azul com probabilidade
q=1—p. Seja X o nimero de bolas vermelhas e ¥ o nimero de bolas
azuis, de forma que X + Y = N. Encontre a f.m.p. conjunta de X e Y.

Solugao: Note que para x,y € N,

PX=z2Y=y) = PWN=z+yPX=2zY=yN=zx+y)
= P(N=z+yP(X =z|N=x+y)
e MNTTY (2 + y)!

— xr Y
(x+y)! zly!
e P (pA)” e~ (gN)?
x! y! )

Em particular, X ~ Poi(p\) e Y ~ Poi(g\). Além disso, X e Y sao
independentes!

DME - IM - UFRJ ProbEst
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Esperanca e Variancia Condicionais

Seja (X,Y) v.a. bidimensional discreto. Definimos a esperanca
condicional de Y dado X = x € Qx como

E(Y|X =2)= Y ypyixylz)
yey

= > yP(Y =y|X =2).
yeQy

Definimos a Variancia condicional de Y dado X = x € 0x como

Var(Y|X = z) = E(Y?|X =2) — (E(Y|X = z))*.
2

= Z yQpY‘X(yM) — Z ypyx (y|z)

yEQy yeQy

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 11
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Exemplo 4

Sejam X, Y ~ Poi(\) independentes e defina a v.a. T'= X + Y.
Determine E(X|T =t) e Var(X|T = t).

Solugao: Note que X|T =t ~ Bin(t,1/2) de forma que

t t
E(X]T:t):§eVar(X]T:t):1.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 11
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Covariancia e Correlagao

A Covariancia entre v.a.s X e Y é definida por

Cov(X,Y) = E(X-EX))(Y—-E(Y)))
= E(XY)—-E(X)E(Y) (Linearidade da esperanca).

As seguintes propriedades sdo imediatas da definicao:
. Cov(X, X) = Var(X).
Cov( Y) = Cov(Y, X)
ov(X,Z) =0, se Z é v.a. constante com probabilidade 1.
ov(aX,Y) =aCov(X,Y), para a € R.

;_n

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 12



5. Considere v.a.s X e Y. Para quaisquer ntmeros reais a, b, c e d,

Cov (aX +bY,cX +dY) = acVar(X) + bdVar(Y)
+ (ad + bc)Cov(X,Y).

6. Var(aX +bY) = a?Var(X) + b*Var(Y) + 2abCov(X,Y).

Teorema 1. Se as v.a.s X e Y sao independentes, entao elas sao nao
correlacionadas, i.e., Cov(X,Y) = 0.

Do Teorema 1, segue mais uma propriedade:

7. Se X e Y sao v.a.s independentes

Var(aX + bY) = a*Var(X) + b*Var(Y).

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 12



Exemplo 1

A reciproca do Teorema 1 nao é verdadeira. De fato, seja Z ~ N (0, 1),
defina as v.a.s X = Z e Y = Z? e note que

Cov(X,Y) =E(Z%) — E(Z)E(Z?) = 0.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 12 3



A Correlagao entre v.a.s X e Y é definida por

Cov(X,Y)
Cor(X,Y) = ———+—.

or(X, Y) DP(X)DP(Y)
Teorema 2. Para v.a.s X e Y, temos —1 < Cor(X,Y) < 1.
Se Cor(X,Y) > 0, dizemos que X e Y sao positivamente

correlacionados. Se Cor(X,Y) < 0, dizemos que X e Y sao
negativamente correlacionados.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 12



Figura 18:

Positive correlation

Negative correlation

Dependent but uncorrelated

X, mas X e Y sido nao correlacionados.

DME - IM - UFRJ

ProbEst

(Blitzstein, J.K. e Hwang, J. Introduction to probability, p.302.)
Realizacoes da distribuigdo conjunta de (X,Y") sob vérias estruturas
dependéncia. Superior esquerdo: X e Y sado positivamente correlacionadas.
Superior direito: X e Y sao negativamente correlacionadas. Inferior esquerdo:
X e Y sao independentes. Inferior direito: Y é uma funcao deterministica de

Aula 12
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Teorema 3. Se X e Y sdo v.a.s tais que Y = aX + b com numeros
reais a e b, onde a # 0, entao

1, sea >0

Cor(X, Y) = -1, sea<0

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 12



De volta ao Exemplo 3

Para cada uma das N ~ Poi()) bolas de uma urna atribuimos
independentemente uma cor, vermelha ou azul. A cor vermelha é
atribuida com probabilidade p e a cor azul com probabilidade ¢ = 1 — p.
Seja X o ntimero de bolas vermelhas e Y o nimero de bolas azuis, de
forma que X +Y = N. Encontre a correlagdo entre as v.a.s X e N.

Solugao: Vimos no exemplo 3 que as v.a.s X e Y sao independentes
tais que X ~ Poi(pA) e Y ~ Poi(g\), onde ¢ = 1 — p. Logo, temos que

Cov(N,X) =Cov(X +Y,X) = Var(X) = pA,
Cov(N, X) PA

o X0 = ppvpr(x) ~ Vv~ VP

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 12 7



Exemplo 4

(4-2017/02. PEGAR ARQUIVO .TEX E COLAR AQUI!
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Variaveis aleatorias multidimensionais

Vetores aleatorios multidimensionais sao uteis para estudar vérias
caracteristicas numéricas do mesmo experimento aleatorio
(generalizagao das varidveis bidimensionais).

Um vetor (X1, Xs,...,X,) cujas componentes sao v.a.s definidas no
mesmo espaco amostral é chamado vetor aleatorio n-dimensional.

A funcao de distribuicao conjunta de um vetor aleatério (X1, ..., X,) é
uma fungao Fy, . x, : R"™ = R definida, ¥(z1,...,2,) € R", como

FXl,...,Xn(wla-- . ,xn) = ]P)(Xl S Tlyeo- ,Xn S $n)

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 13
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Vetores aleatorios discretos

Um vetor aleatério (X1, ..., X, ) cujas componentes sao v.a. discretas é
dito vetor aleatorio discreto

Dado um vetor discreto (X7, ..., X,), definimos a funcao massa de
probabilidade conjunta px, . x,(x1,...,%n) por

PX1 X (@1 xn) = P( Xy =2, ., Xy = x),

para todo (x1,...,z,) € Qx, X ... X Qx,,.

As seguintes propriedades valem:
® px,.. x,(z1,...,2n) > 0 para todos (z1,...,x,) € R”
© > (a1, wm)eRn DX, X (T15 s ) = 1

A massa de probabilidade marginal de X; é obtida a partir da conjunta:

px; (i) = P(X Z Z PX1, Xn (T15 -, Tn)

k#i ZL‘kEQXk
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Vetores aleatérios continuos
Um vetor aleatério (X7, ..., X, ) cujas componentes sao v.a. continuas
¢é dito vetor aleatério continuo.

Nesse caso existe uma funcao fx,, . x, : R" = R chamada densidade
conjunta tal que para todos A C R™

P((X1>7Xn) GA) :/A/le,,Xn(xlvawn)dxldxn

As seguintes propriedades valem:
° fx, .x,(z1,...,2y) >0 para todos (z1,...,z,) € R"
° fRn [xr . x, (@1, .. xp)dey - - day, =1

A densidade marginal de X; é obtida da conjunta

frted = [+ [ oo o) [[ oy
j=1

J#i
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Exemplo: vetores aleatérios continuos

Seja (X,Y, Z) um vetor aleatério continuo cuja densidade conjunta é

6zy’z se 0<z<1,0<y<1,0<z<+V2

0 caso contrario

fX,Y,Z(l'vya Z) = {

Verifique que fx,y,z ¢ uma densidade e calcule a marginal de X

Temos que fxy,z > 0 para todos x,y,z e

V2 1ol
///fxyyz(x,y,z)dxdydz:/ / / 6xy’zdrdydz = 1
0 0o Jo

fx(x)://fXdeydz:{fo Jy Goy?zdydz =20 se0 <z <1

caso contrario

* . .y -, . s ~
Do livro Probabilidade e Varidveis Aleatérias, Marcos N. Magalhaes
DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 13



Independeéncia

Seja (X1,...,X,) um vetor aleatério. As varidveis X1,..., X, sao
independentes se, para todos (x1,...,2,) € R®

n
FXl:m:Xn (xl’ cees 1‘n) = H FXi (xl)
=1

Fx, é a fungao de distribuigao da variavel aleatéria X;

As varidveis X1, ..., X, de um vetor aleatério discreto séo
independentes se, para todos (z1,...,2,) € Qx, X ...Qx,,

n
Px1n (@1 an) = [ [ o ().
i=1

As varidveis Xq,..., X, de um vetor aleatério continuo sao
independentes se, para todos (z1,...,x,) € R",

Ixixn (@1, 2n) = H I (23).
=1

DME - IM - UFRJ ProbEst
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Exemplo: independéncia’

Considere o vetor aleatério (X1, X2) cuja distribuigao é:

Xy
1 2 3 P(X, =2)=1/2 e P(Xo =4) = 1/3
2 [ 1/12 1/6 1/12 P(X, =2, Xo=4)=1/3£1/2-1/3
Xo 3| 1/6 0 1/6 = X e X, nao sao independentes

41 0 1/3 0

Considere agora o vetor aleatério (Y7, Ys) cuja distribuigao é:

Yy
1 2 3
211/12 1/6 1/12 Sao Y7 e Y, independentes?

Y,

w

/12 1/6 1/12
401/12 1/6 1/12

"Do livro Statistical Inference, G. Casella & R. L. Berger
e ik, 18



Soma de varidveis aleatorias

Dadas n varidveis aleatérias X1, ..., X, definidas no mesmo espaco de
amostral, podemos definir uma nova varidvel aleatéria como

=1

Somas de varidveis aleatérias aparecem em muitos contextos:
e ao fazer a média de varias observagoes do mesmo experimento

@ ao quantificar efeitos cumulativos

Uma questao importante é determinar a distribui¢ao da varidvel soma
Sn a partir da distribuicao de cada X;; em geral isso nao é facil

Exemplo: X ~ Bin(ny,p1) e Xo ~ Bin(ng,p2) com p1 # p2, X1 + Xo L

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 13
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Soma de varidveis aleatorias

Apesar que a distribuicao de soma de v.a. pode ser complicada de
achar, a relacao entre valor esperado e variancia é mais simples.

Dadas n varidveis aleatérias X1, ..., X, e constantes reais aq, ..

E (i aiXi> = iaiE(Xi)
=1 i=1
Var (Zn: aiXi) = Zn: a?Var(X;) + 2 Z a;ja;Cov(Xi, X;)
i=1 i=1

i<j

.y Oy,

Se as varidveis X1,..., X, sao independentes (= Cov(X;, X;) =0)

Var (Zn: aiXi> = Zn: a?Var(X;)
i=1 i=1

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 13
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Exemplo: esperanca e variancia para soma

Uma classe tem 300 estudantes e cada estudante tem probabilidade de
1/3 de obter a méxima nota A, independentemente dos outros. Seja X
o numero de estudantes que recebem nota A. Achar E(X) e Var(X)

Podemos representar X = Zf’g(i X; com X; ~ Ber(1/3)
300 300
300
:IE(ZXZ) ZE ==~ =100
i=1

300 300
12 2
Var(X)=Var (ZX) = Z Var(X;) =300 < ) 00
i=1

33/ 3

“Exemplo tirado do livro: Introduction to probability, D. Bertsekas & J. Tsitsiklis
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Distribuicao da soma de varidveis independentes

Vimos como calcular esperanca e variancia de soma de varidveis
aleatérias. Em alguns caso é possivel conhecer a distribuicao toda (que
¢ uma informacao bem mais ampla)

Distribuicoes de soma de variaveis independentes

n
X; ~ Ber(p) = ZX~ ~ Bin(n,p)

X; ~ Bin(m;,p) = ZX ~ Bin (Zml, )
n

X; ~ Poi(\;) = ZX Poi <Z>\Z

:\/

n

Xi ~ N(wi,o?) = ZX1~N<ZM¢,ZU?)
=1 =1 =1

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 13 10



Exemplo:

Seja X ~ N(0,1/2) e Y ~ N(0,1/2), com X e Y independentes.
Calcule P(X +Y <0,5).

Sabemos que a soma de varidveis normais independentes é uma normal
cujos parametros sao a soma dos parametros das variaveis somadas.

Entdo X +Y ~ N(0,1) e temos

P(X +Y <0,5) = ®(0,5) = 0,69

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 13 11



Lei dos Grandes Numeros

Sejam X7, Xs,... v.a. independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) com média p e varidncia 0 e Sy, ==Y 1 ; X;. Sabemos que
E(S,) = nu Var(S,) = no®

Observacao: ao aumentar de n, o valor médio da distribuicao de S,
cresse assim como a variancia (distribuicao fica mais e mais espalhada)

Por esse motivo consideramos uma nova variavel M, := ‘%” Temos

0_2

E(My) =u Var(M,) = et

Observacao: o valor médio nao depende de n e a variancia diminui com
n. Ao aumentar de n a distribuicao de M,, se concentra ao redor de p.

Lei dos Grandes Numeros: para todo € > 0, no limite n — oo
P(|Mn — p| =€) = 0
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Exemplo: Lei dos grandes ntimeros

Queremos estimar a taxa de aprovacao do professor Fulano. Por isso
perguntamos a n estudantes escolhidos aleatoriamente e denotamos por
X; cada resposta: X; = 1 se o estudante aprova o professor e X; = 0
caso contrario.

Modelamos X; ~ Ber(p) onde p é a verdadeira taxa de aprovagao
(desconhecida!)

Denotamos M,, = M a média das respostas. Temos E(M,) = p

e Var(M,) = p(=p)

n
A lei dos grandes nimero nos garante que quando n cresse a média das
respostas M, fica perto da verdadeira taxa de aprovacao p com alta
probabilidade.

“Exemplo tirado do livro: Introduction to probability, D. Bertsekas & J. Tsitsiklis
e o



Teorema Central do Limite (TCL)
Sejam X7, Xs,... v.a. independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) com média p e varidncia 0? e S, ==Y 1 | X;
Consideramos uma nova variavel aleatoéria

S —E(Sn) _ Sp — nu

o Vars) | Ve

Temos que E(Z,,) =0 e Var(Z,) = 1. Isso significa que contrariamente
a ‘5;1—", a v.a. Z, tem uma distribuicdo que nao se concentra ao redor do
valor médio (a variancia nao vai para zero com n.)

O TCL permite conhecer a distribuic¢ao limite de Z,, (quando n — o)

Teorema Central do Limite: A distribuicao de Z,, se aproxima de
uma normal padrao Z ~ N(0,1), ou seja para todos x € R,

P<W§x> SP(Z< 1) = b(x)
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Exemplo: Teorema Central do Limite "

X1, X, ... i.i.d com média p e variancia 02, S, = > " | X;

Sn—nW _c—n c—np c—np
P(Sn <) P( Vno T ﬁa)TCLP(Z \/ﬁa) (I)<\/ﬁa)

onde a aproximacao melhora a medida que n cresce.

Exemplo: Nos carregamos um aviao com 100 caixas cujos pesos sao
modelados por v.a. uniforme entre 5 e 50 kg. Qual é a probabilidade
que o peso total excede 3000 kg?

X;: peso da i-ésima caixa ; u = 27,5 e 02 = (50 — 5)?/12 = 168, 75

Sio0 — 100(27,5) _ 300 — 100(27, 5)
P(S100 < 3000) = P <
(S100 < ) ( 10/168,75 —  10,/168,75

Entao P(S100 > 3000) = 1 — P(Sy40 < 3000) = 0,03

) ~ ®(1,92) = 0,97

“Exemplo tirado do livro: Introduction to probability, D. Bertsekas & J. Tsitsiklis
e o —



Aproximagao da Binomial pela Normal (De Moivre-Laplace)

Nos vimos que a soma de n v.a. de Bernoulli X; de parametro p e
independentes é uma Binomial de parametros n e p. Ou seja
Sp=X1+...+ X, ~ Bin(n,p).

Podemos usar o TCL para estimar a probabilidade P(I < S,, < m)

_ [ —np Sn —1p nonp
P(l < S, < )—P<\/np(1_p) = Vrnp(1 = p) = \/np<1—P)>

(Vi) ()
rer np(1—p) np(1—p)

Quanto n tem que ser grande para que a aproximacao seja “boa”
depende do p. Por isso recomenda-se usar essa aproximagao somente se

np(l —p) > 3.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 13 16



Correcao de continuidade

np(1—p) np(1—p)
consideramos o caso [ = m a expressao a direita retorna o valor zero

apesar da expressao a esquerda poder ser diferente de zero.

Na aproximagao P(I < S,, < m) ~ & (m—"p> — P (l—mv) se

Para resolver esse problema de aproximagao, a seguinte formula,
chamada correcao de continuidade, foi proposta por de Moivre-Laplace

P < S, <m)~ ® m _ “*7—”?
np(l — ) np(l — )

Aula 13 17
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Exemplo: correcao de continuidade

S, ~ Bin(n = 36,p = 0,5). Temos P(S,, < 21) = S7L, (5%)(0,5) = 0,8785

A aproximagao usando o TCL nos da

21 — 21 -1
P(S, < 21) ~ ® <”p> ) (38> = 0,8413

np(1 —p)

Usando a corregao de continuidade na aproximacao acima temos

21,5 — 21,5 —18
P(S, < 21) ~ & 21,5 —np :q>(’5> = 0,879
np(1 — p) 3

Também sabemos que P(S,, = 19) = 0, 1251

_ )@ (w) - (w) =0,124 TCL + corregdo
P =19~1, TCL

“Exemplo tirado do livro: Introduction to probability, D. Bertsekas & J. Tsitsiklis
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Estatistica
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Estatistica

Definigao: Estatistica é um conjunto de conceitos e métodos para
coletar, organizar, analisar e interpretar dados

Estatistica descritiva: se preocupa com a organizacao e apresentacao

dos dados observados (tabelas, grdficos, medidas descritivas como
média e varidncia...)

Inferéncia estatistica: se preocupa de como dar informacao sobre um

universo (populagao) a partir de um conjunto de dados observados
(amostra)

Frase resumidora da inferéncia:
“Nao é preciso beber toda a garrafa para saber se o vinho é bom”
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FEsstatistica Descritiva
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Conceitos basicos

e Populagao (N): conjuntos de todos os elementos sob investigacao
e Amostra (n): subconjuntos finitos da populagao

e Parametro: caracteristica numérica de uma da populacao
Exemplo: Pesquisa eleitoral no estado do Rio de Janeiro
populacado — todos os eleitores

amostra — 1000 eleitores entrevistados
parametro — idade média da populagao

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 14



Tipologia das variaveis

Dada uma populacao ou amostra, podemos estar interessados em

varias caracteristicas dos elementos constituintes; essas caracteristicas
sao chamadas varidveis

Quantitativa: assume um valor numérico
@ discreta: assume un namero finito ou enumeravel de valores
Ex: ndmero de alunos na sala, ...
@ continua: assume um numero nao-enumeravel de valores
Ex: tempo, ...
Qualitativa: é classificada em categorias (ndo é um valor numérico)
@ nominal: assume categorias nao-ordenadas

Ex: sexo, etnia, ...
e ordinal: assume categorias ordenadas

Ex: classe social, grau de instrucgdo, ...

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 14 5



Estatistica descritiva: distribuicoes de frequéncias

Distribuicoes de frequéncias: tabelas e gréficos

Os dados brutos podem nao ser praticos para responder a questoes de
interesse. Por isso é 1til resumi-los; as tabelas de distribucoes de
frequéncia é uma forma de fazer isso

e Frequéncia absoluta: nimero de vezes que cada valor é observado

o Frequéncia relativa: numero de vezes que cada valor é observado
dividido pelo tamanho da amostra

o Irequéncia acumulada: soma das frequéncias absolutas dos valores
inferiores ou iguais ao valor dado

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 14
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Exemplo: frequéncias para variaveis quantitativas

Pesquisa realizada em 20 domicilios do RJ, com o objetivo de
contabilizar o namero de filhos por familia

dados observados: 0,1,0,1,2,1,0,0,1,0,1,4,2,1,3,1,2,1,1, 1

n? filhos | Frequéncia absoluta | Freq. relativa | Freq. acumulada
0 5 5/20 5
1 10 10/20 15
2 3 3/20 18
3 1 1/20 19
4 1 1/20 20
ProbHst

Aula 14



Exemplo: frequéncias para variaveis qualitativas

Observacao: Como as varidveis sao qualitativas, s6 podemos contar
quantas observagoes tem um determinado atributo (categoria)

Numa pesquisa sobre os jogadores de volei de praia no Rio em 2013
foram entrevistados 3730 jogadores, dos quais 2032 eram do sexo
feminino e 1698 eram do sexo masculino. Podemos resumir os dados na
tabela seguinte

Categorias | Freq. absoluta | Freq. relativa
Mulheres 2032 54%
Homens 1698 46%
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Graficos para varidveis qualitativas/quantitativas

Utilizar recursos visuais na criagdo de graficos permite analisar
caracteristicas dos dados de maneira rapida

Com base nas tabelas de frequéncias podem ser construidos gréaficos da
distribuicao de frequéncia

Grdfico de barra: as categorias/valores sao representadas por
retangulos dispostos ao longo de um eixo e as frequéncias
correspondentes a cada categoria/valor sao as alturas dos retangulos

Grdfico de setores (de pizza): as categorias sdo representadas como
setores circulares cujo tamanho é proportional a frequéncia de cada
categoria

Observacao: O gréafico de barra, no qual as categorias estdo naturalmente
ordenadas, ¢ normalmente mais apropriado para varidveis quantitativas, e o
grafico de setores para varidveis qualitativas

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 14
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Exemplo: gréafico de barra para variaveis qualitativas

Categorias Frequéncia Absoluta | Frequéncia relativa
Apartamento 20 74,07%
Cobertura 3 11,11%
Casa 2 7,41%
Sala 2 7,41%
1
08| i
0.6 i
04+ |
02+ |
0 1 1 T
apto cobt casa sala

* . .y s g . . . .
Do livro Probabilidade e estatistica: quantificando a incerteza, J. Pinheiro et al.
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Exemplo: gréafico de setores para variaveis qualitativas

Categorias Frequéncia Absoluta | Frequéncia relativa
Apartamento 20 74,07%
Cobertura 3 11,11%
Casa 2 7,41%
Sala 2 7,41%

cobt: 11,11%

sala: 7,41%
casa: 7,41%

74,07%

apto
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Exemplo: gréafico de barra para variaveis quantitativas

Uma companhia produz cabos nauticos de um determinado tipo, que
podem ser usados em barcos a vela. A medicao da carga de ruptura
para 30 espécimes de cabos desse tipo é apresentado na tabela abaixo

0.4} N

Carga (Kg) | F. absoluta | F. relativa F 1

70 — 80 2 6,67% 0.3} 8

80 — 90 8 26,67% g ]

90 — 100 13 13,33% 0.2l |
100 - 110 6 20 % L

110 — 120 1 333 % o1l |

0 1 T

75 85 95 105 115

“Do livro Probabilidade e estatistica: quantificando a incerteza, J. Pinheiro et al.
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Outros graficos para variaveis quantitativas

O histograma é parecido com o grafico de barras. Em um eixo estao
representado os valores da varidvel, e no outro as frequéncias desses
valores. Pode ser vertical (se a frequéncia estd no eixo vertical) ou
horizontal (se a frequéncia estd no eixo horizontal)

Observacao: Essa representagao é boa para visualizar facilmente onde se

situam as maiores incidéncias da uma varidvel

O diagrama ramo-folha é uma grafico onde os valores assumidos pela
variavel sao divididos em dezenas (ramos) e as unidades sao tratadas
como folhas e ordenadas crescentemente em cada ramo
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Exemplo: diagrama ramo-folha’

Consideramos novamente o exemplo dos cabos nduticos e dessa vez a
medicao da carga (em Kg) de ruptura de 30 cabos é explicita

8 9 73 102 93 94 99 & 91 118
93 103 87 95 102 84 100 95 90 81
102 98 94 89 91 78 8 83 105 96

O diagrama ramo-folha correspondente a esses dados é

7|38

8 | 13345579

9 | 0113344556689
10 | 022235
1118

“Do livro Probabilidade e estatistica: quantificando a incerteza, J. Pinheiro et al.
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Medidas para dados amostrais quantitativos

Dada uma colecao de valores de uma varidvel quantitativa é util definir
algumas formas de resumir esses dados para poder comparar mais

facilmente com outros. Uma maneira de fazer isso é atravez das
medidas de centralidades

e média aritmética: dados os valores 1,

Z?:l Li

n

.., Ty definimos
X =

o mediana: dados os valores 1, ..., Ty, sejam I(1), L(g) .- ., L(y) 08
mesmos valores ordenados. Definimos a mediana ()2 como

x( n+1) se n é impar (valor na posigao central)

2

Q2 :=
MCIRCES) : i - _
— Se 1 € par (médias dos valor nas posigdes centrais)

e moda: é aquele valor que ocorre com mais frequéncia
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Exemplo: medidas de centralidades

Consideramos mais uma vez o exemplo dos cabos nauticos e dessa vez
a medigao da carga (em Kg) de ruptura de 30 cabos é explicita

8 96 73 102 93 94 99 8 91 118
93 103 87 95 102 84 100 95 90 81
102 98 94 8 91 78 8 8 105 96

Temos n =30 e 300, @; = 83 + 96 4 ... + 105 + 96 = 2785, entdo
2785
30

Sl

= 92,83

Sendo n = 30 par, a mediana é a média aritmética das observagoes
T(15) € ZT(16) que sao 93 e 94, respectivamente. Assim,

93+ 94

Q2 = %

Observagao: T e Q2 sao relativamente préximos entre si. Isso se deve ao fato

=93,5

de que os dados distribuem-se de forma aproximadamente simétrica em torno
do valor central, conforme é mostrado pelo diagrama ramo-folha
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Medidas de dispersao

As medidas de centralidades sdo insuficientes para caracterizar um
conjunto de dados (e.g., conjuntos diferente de dados podem ter a mesma média!)

Para ter uma caracterizagao melhor outras medidas, chamada medidas
de dispersao sao introduzidas. Essas sao indicadores do grau de
espalhamento dos valores em torno da média

Dados os valores observados 1, ..., x, definimos
@ wvariancia amostral:

o g —2)? S af —nz?

§° = = ===1
n—1 n—1

R . 7_17 Ti—T 2
@ desvio padrdo amostral: s := Zl—}ffi)
e cocficiente de variagao amostral: cv := 2

DME - IM - UFRJ ProbEst
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Exemplo: medidas de dispersao’

Continuando com os dados de carga de ruptura
83 96 73 102 93 94 99 8 91 118

93 103 87 95 102 84 100 95 90 81
102 98 94 8 91 78 8 8 105 96

n = 30, ZZ 1T = 2785, ZZ L o2 =261037, T = 92,83

Variancia amostral: — it T xz T = 86,08
Desvio padrao amostral: s =+/86,08=9,3
Coeficiente de variacao amostral: cv=2= 92 83 =0,10 =10%

“Do livro Probabilidade e estatistica: quantificando a incerteza, J. Pinheiro et al.
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Quartis

Outras medidas tteis relacionadas a um conjunto de dados sao os
quartis. Eles sao valores que dividem os dados em quatro grupos, cada
grupo contendo 1/4 do tamanho total do conjunto

Dado os valores 1, ..., Ty, sejam (1), Z(g) - - . , () OS MesmMos valores
ordenados em ordem crescente. Definimos
e primeiro quartil QQ1: o valor que tem 0,25 de dados abaixo dele
o sequndo quartil Q2: o valor que tem 0,50 de dados abaixo dele
e terceiro quartil Q3: o valor que tem 0,75 de dados abaixo dele
e distancia interquartil DIQ): é definida como DIQ = Q3 — Q1
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Como calcular os quartis

Para o célculo dos quartis é necessario determinar primeiro a posicao
que eles ocupam quando os dados sao dispostos em ordem crescente

Mediana @)2: sua posicao é intermediria entre a posicao 1 e n

@ se n for impar, @2 é o valor na posigao il

@ se n for par, nao tem nenhum valor na posicdo %! (ndo é um inteiro).
Entao Q2 é calculado como a média dos valores nas posicoes 5 e 5 + 1

Primeiro quartil Q1: sua posigao é intermedidria entre a posicao 1 e a
posicao da mediana ()2

1424t . . , s
@ se —52— = "T“’ for inteiro, Q1 é o valor nessa posi¢ao

n+3

@ se nao for inteiro, @1 tem que ser calculado por interpolacao entre

0s valores nas posigoes vizinhas a "+3

Exemplo: (interpolagdo) sejan =8 = (n+3)/4=2,75. Sejam x(5) e (3)
os valores nas posicoes vizinhas. Temos

Q1 =0,25 2(3) + 0,75 z(3)

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 15
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Como calcular os quartis

Terceiro quartil Q3: a sua posigao é intermediaria entre a posicao n e a
posicao da mediana 2

n+L 504 for i . . 1 .o~
@ se —52— = 25 for inteiro, @3 é o valor nessa posicao

3n+1
@ se 1

nao for inteiro, @3 tem que ser calculado por interpolagao entre
os valores cujas posi¢oes sao vizinhas a 3"“‘1

Exemplo: Considere os seguinte dados: 8,2,4,10,1,7

Mediana: (n+1)/2=3,5 = Q2 = 0.5z(3) + 0.5x(4) = 5,5

Q1: temos (n+3)/4 =2,25 = Q1 = 0.75z(3) + 0.252(3) = 2,5
Q3 : temos (3n+1)/4=4,75 = Q3 = 0.25x(4) +0.752(5) = 9,5

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 15 7



Discrepancias em variaveis quantitativas

Num conjunto de dados podem existir valores que foram coletados em
condicoes “anormais”

Esses valores podem afetar o resultado da analise estatistica, sobretudo
quando esses valores sao muito maior ou menor dos demais

Esse valores sao chamados discrepancia ou outliers

Dada a possivel presenca de valores discrepantes nas observagoes é
importante ter uma maneira de poder detecta-los
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Valores discrepantes

Existem varias maneiras de identificar valores discrepantes:

1) considerando os dados 1, ..., z,, chamamos discrepantes todos os
valores que caem fora do intervalo

[z — 3s; T + 3]
Observagao: Esse método nao é muito bom porque a média Z e o desvio
padrao s sao bastante sensiveis a valores grandes da amostra
2) Um método menos sensivel a valores grandes consiste em usar os
quartis. Definimos
, 3 . 3
Cerca Inferior :== Q1 — §DIQ Cerca Superior :== Q3 + §DIQ
Chamamos outliers todos os valores fora do intervalo [CT; CS]

Observagao: ambos os métodos funcionam bem quando a distribuigao de
valores é simétrica com respeito & medida de centralidade usada (média ou

mediana)

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 15
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Exemplo: valores discrepantes

Consideremos, mais uma vez, os dados de carga de ruptura

83 9 73 102 93 94 99 8 91 118
93 103 87 95 102 84 100 95 90 81 z =92,83
102 98 94 89 91 78 8 83 105 96 | s=9,3

Usando o critério 1) para identificagdo de valores discrepantes, encontramos:
T —3s=64,9 T+ 3s=120,7 = [64,9;120,7]

Todos os 30 valores estao dentro do intervalo, nao hé valores discrepantes

Usando o critério 2) de identificagdo de valores discrepantes, temos:
3
Q1=855 @Q3=098,75 DIQ=13,25 CI=Q1—- §DIQ =45,75
3
CS=Q3+ §DIQ =138,5 = [45,75;138,5]

Todos os 30 valores estao entre as duas cercas, nao hé valores discrepantes

Observagao: O que mudaria se o valor 105 fosse trocado para 1407
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BoxPlot para varidveis quantitativas

O grafico BoxPlot é muito usado para resumir varias informagoes de
um conjuntos de dados

e Todos os possivel valores da variavel sao representado num eixo
vertical

e O BoxPlot consiste num retangulo cuja base inferior corresponde
ao valor de Q1 e cuja base superior corresponde ao valor de 3. A
posicao da mediana ¢é indicada por um trago horizontal nesse
retangulo

e Depois sao tragados dois segmentos de reta verticais: o primeiro
segmento vai do ponto médio da base inferior até o valor menor na
amostra nao discrepante. O outro segmento vai do ponto médio da
base superior até o maior valor nao discrepante

e Finalmente, valores discrepantes sao reportados como pontos
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Exemplo: BoxPlot

Os dados abaixo representam as alturas (em metros) para uma amostra
de tamanho 10 de alunos da UFRJ

aluno | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
altura | 1,68 1,80 1,63 1,76 1,75 1,50 1,79 1,73 194 1,12

=173 s=0,115 Zpin=1,50 Zmee =1,94 Q1 =1,69
Q2=1,74 Q3=1,78 DIQ=0,135 CI=156 CS=1,92

T
19| :
1.8} ‘ .
173
L7 .
16 .
1.5 I X -
|
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Analise bidimensional: relacao entre duas variaveis

Muitas vezes podemos estar interessados em analisar a relacao entre
duas varidveis (e.g. peso e altura dos alunos)

Consideramos duas variaveis quantitativas, X e Y. Cada dado a partir
de uma amostra de tamanho n serd representado por um par ordenado
(zi,y;), onde x; é a i-ésima observagao da varidvel X e y; de Y

Uma primeira tentativa é tentar descobrir uma possivel relacao fazendo
um grafico onde no eixo horizontal temos os valores de x e no eixo
vertical os valores de y. Esse gréafico é chamado diagrama de dispersao

O diagrama de dispersao permite visualizar o tipo de relagao entre as
variaveis
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Diagrama de dispersao

Exemplo: Considere os seguintes dados para duas varidveis X e Y

T, |1 2
yi |37

3 4 5
5 11 12

U
13

12
11
10

@ Que conclusoes preliminares podem
ser tiradas do diagrama?

e O que o diagrama sugere sobre a
relacao entre as duas varidveis?
(relagdo linear positiva)

S = N W ot

01234567 87
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Covariancia e correlacao entre variaveis quantitativas

Dadas duas varidveis X e Y, seria bom ter uma medida para
quantificar o grau de relacao entre elas

Por este motivo introduzimos a covariancia amostral definida como

Pa— Z?:l(xi — j)(yz - g) . Z?:l X;Y; — NTY
Ty —

n—1 n—1

@ A covariancia amostral é positiva, se o diagrama de disper¢ao
mostra uma tendéncia crescente

@ A covariadncia amostral é negativa, se o diagrama de dispergao
mostra uma tendéncia decrescente

@ A covariancia amostral é zero ou préxima a zero, se o diagrama de
dispersao nao mostra uma tendéncia
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Coeficiente de correlacao

Além do sinal que serve como indicador da tendéncia, crescente ou
decrescente, muito pouca informacao pode ser extraida da covariancia.
Isso porque o valor de s;, depende fortemente das unidades de X e Y’

Por isso introduzimos uma outra medida chamada coeficiente de
correlacao entre X e Y; essa é definida como

Sy

Tpy =
Y 528y

onde s, (resp. sy) é o desvio padrao amostral de X (resp. Y)
@ O coeficiente de correlagao é adimensional

® 7,y ¢ uma versao normalizada da covariancia e temos —1 < ry, <1
@ O coeficiente de correlacao mede um tipo especifico de
dependéncia entre as varidveis, ou seja dependéncia linear

Observagao: se a dependéncia entre as varidveis nao for linear é possivel ter

um coeficiente baixo apesar de uma dependéncia forte entre as varidveis
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Exemplo: covariancia e correlacao

Um levantamento obtido, junto aos funcionarios de um escritério,
busca relacionar as variaveis: tempo de carreira (X) e nimero de
diferentes empregos nos ultimos 5 anos (Y)

X[8 9 10 11 12
Y| 3 2 2 2 1

Pra calcular a covariancia entre X e Y precisamos dos seguintes valores:
=10,y =2, ) z;y; = 96. Temos

~ 96 —5(10)(2) 1
A R

Para calcular o coeficiente de correlacao precisamos dos valores:
2 _ 2 _
Sz = 2,9, s, = 0,5. Temos

1
oy = ——— = _0,89
" T 50,5
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Reta de regressao

Quando o diagrama de dispersao sugere uma relacao linear entre duas
varidveis podemos calcular a reta que “melhor” representa esta relagao.
Esse procedimento é chamado regressao linear

Mensagem principal: Na regressao linear, procuramos estimar a reta
que “melhor” representa a relagao entre duas varidveis de interesse (X e
Y’) usando uma colec¢ao de dados (z;,y;) com i = 1,...,n. Isso significa
que estamos interessado em calcular os coeficientes a e b tais que

Y ~a+bX,

e a aproximagao seja a melhor possivel.
Chamamos X de variavel independente e Y de variavel dependente

Os parametros a,b (ou seja a relagao linear) sdo desconhecido e usando
os dados (z;,y;) nés queremos estimé-los
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Regressao linear

Usamos a relagao linear (desconhecida) Y = a + bX para calcular
Ui = a+ bx;

Normalmente g; serd diferente de y;, e o erro, ou seja, y; — 4; é
chamado ¢-ésimo residuo

Uma possivel escolha para os parametros a, b consiste em escolhé-los de
forma tal que a soma dos residuos quadraticos

n n

> i =907 = (i — (a+bxy))?

i=1 =1

seja minima. Esse método é chamado, método dos minimos quadrados
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Método dos minimos quadrados

o . . ~ n A\ . A
Minimizando a expressao > ;" | (y; — 9;)° com respeito aos parametros a
e b obtemos os seguintes valores para os parametros:

n 2 _ =2 2
> e Tp —NT S
a=9y—pT
Isso significa que escolhendo a = a e b = 8 obtemos a relagao linear
que minimiza a soma dos residuos quadrados

8= Doy TiYi —NTY  Say

y o+ Bx

Yi

Ui
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Exemplo: reta de regressao

Considere as seguintes observacoes para duas variaveis X e Y

x| 2 3 5 1 8
yi |26 25 20 30 16

Para calcular a e 8 precisamos das seguintes quantidades:
T=3,80;9=23,2>.27=103; Y, 2;y; =383 en=>5

i my; —nZy 383 —5(3,80-23,2)
St z?—nz2  103-5-(3,80)2
a=y—pz=232-(-1,88)(3,80) = 30,35

p —1,88

Entao a reta de regressao linear é Y = —1,88X + 30, 35

Aula 15
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Inferéncia Estatistica
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Inferéncia estatistica

A inferéncia estatistica tem como objetivo inferir “alguma coisa” sobre
uma populagao a partir da amostra (sub-conjunto da populagao)

Ex: Idade média dos brasileiros, sabendo a idade dos cariocas

Observagao: Caso fosse possivel obter a idade de todos brasileiros poderiamos
saber a distribuicao exata da idade e dai calcular a média. A situacao onde é
possivel observar a populagao toda é rara (custos elevados, tempo para a
coleta muito longo, etc...)

amostragem

populacao

~ -7

inferéncia
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Perguntas naturais sobre inferéncia estatistica

Sempre que estudamos uma populacao a partir de uma amostra existe
a possibilidade de cometermos algum tipo de erro

Exemplo: populagao dos pesos (kg) de 6 pessoas: 64, 75, 68, 80, 72,
70. A média populacional é p = 71,5. Consideramos as duas amostras

a) 64,75,72,80 b) 75,80,72,70
As médias amostrais sao 72,75 e 74,25, claramente diferentes de p

Algumas perguntas naturais sao:
1) Como é que escolhemos uma amostra?

2) E possivel medir o erro da estimativa obtida a partir da amostra?
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Amostragem

Existem vérias formas de selecionar uma amostra de uma populacao:

Amostragem aleatoria simples: sucessivos sorteios aleatérios até
completar-se o tamanho da amostra n (mais utilizado)

Amostragem sistemdtica: atil quando a populagao é ordenada segundo
algum critério; aumenta a representatividade da amostra

Exemplo: populacao = {1,2,..., N} e n = tamanho da amostra. Define-se
b= N/n e escolhe-se aleatoriamente um elemento x da populacdo entre o
primeiro e o b-ésimo. A amostra é dada por {z,z +b,x +2b,...,z+ (n —1)b}
Amostragem estratificada: atil no caso de populacao heterogénea
constituida por subpopulacoes mais homogéneas. Seleciona-se uma
amostra aleatéria de cada uma das subpopulagoes

Exemplo: populagao = trabalhadores da universidade
populacao = {professores, secretdrios, bolsistas, terceirizados}
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Como medir o erro de estimacao?

Para responder essa pergunta, a Estatistica serve-se da Teoria de
Probabilidades

A Teoria de Probabilidades é fundamental na Inferéncia Estatistica,
pois permite definir um modelo matematico para relacionar as
amostras com as populagoes

estatistica descritiva populacdo = conjunto de elementos

inferéncia estatistica populacdo = distribuicdo de uma
variavel aleatéria X

A distribuicdo de X é desconhecida e a Inferéncia Estatistica quer
utilizar amostras de X para estimar essa distribuicao
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Conhecimento parcial sobre a populacao

Para simplificar a andlise, nds assumimos que a distribuicao da
populacao pertence a uma familia de distribuices indexada por um ou
mais parametros, porém o verdadeiro valor do parametro é
desconhecido (conhecimento parcial sobre a popula¢ao)

Usamos a notagao f(z|f), 0 € © para a familia de distribuigoes, onde 6
pode também ser um vetor de mais de um parametro
Exemplo: Bernoulli com parametro 8 = p
Normal com média e varianca (61 = p, 0 = 0?)

Nesse arcabouco, o objetivo da Inferéncia Estatistica é estimar o
verdadeiro parametro usando a informacao contida na amostra
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Definicoes

Populag¢ao: conjunto de todos os possivel resultados de um observacao;
¢ modelada por uma varidvel aleatéria X (discreta ou continua) com
uma distribui¢ao f(z|f), onde 0 é desconhecido

Amostra aleatoria (tamanho n): colegao de n varidveis aleatérias
X1,Xo,..., X, independentes e com a mesma distribuicao de X
(populagao)

Intuitivamente, X; representa a i-ésima observacao. Os valores

observados correspondentes a amostra X1, Xo,..., X, sao denotados
L1,22,...,Tn

Observacao: A amostra é um vetor aleatério com distribui¢ao conjunta

n

th---,Xn (‘Tlv s 73771’0) = H f(ac,]é’)
i=1
Essa formula é 1til para calcular probabilidades relacionadas as
amostras

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 16
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Exemplo: populacdo e amostra

Estamos interessados no tempo de vida de ar condicionados splits
A populagdo consiste de todos os possiveis tempos de vida, que
modelamos como uma v.a. exponencial com parametro A desconhecido

Seja Xq,...,X, uma amostra de tamanho n dessa populacao. A
densidade conjunta da amostra é

F@r,e o wald) = [ Ae

Usando essa distribuicao é possivel calcular a probabilidade que o
tempo de vida de cada split na amostra seja maior de dois anos:

n

P(X1>2,...,X, >2) = [[P(X; >2) / e Mdp = e 2"
=1
Se o tempo de vida médio 1/\ é longo essa probabilidade é ~ 1

"Do livro Statistical Inference, G. Casella & R. L. Berger
DME - IM - UFRJ
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Conceitos basicos da inferéncia estatistica

Parametro: medida numérica (em geral desconhecida) que descreve
uma carateristica de interesse da populacao (da distribuigao)

E possivel resumir a informagao contida na amostra em algumas
carateristicas chave da amostra. Isso é o que se chama estatistica

FEstatistica: Uma funcao T(X) = T(X1,...,X,) de uma amostra
aleatoria Xq,..., X,

Estimador: Uma estatistica destinada a estimar um parametro de uma

populagao

Como os estimadores, e mais em geral as estatisticas, sao fungoes de
varidveis aleatorias, elas mesmas sao variaveis aleatérias. Podemos
entao falar de distribuigao de um estimador (distribui¢io amostral)

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 16
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Exemplos de estatisticas

Seja X1, ... X, uma amostra de tamanho n tirada de uma certa
populacao. Algumas estatisticas importante sao:

— 1 .
X = - Z X; Média da amostra

i=1

1 n
S? = — ZZ:;(X, - X)? Variancia da amostra
Xy = min(Xy, ..., Xp) menor valor da amostra
X(p) = max(Xy,...,Xp) maior valor da amostra

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 16
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Funcao de verossimilhanca

Uma estatistica importante é a funcao de verossimilhanga

Seja X1,...,X, uma amostra de tamanho n tirada de uma populacao
X com distribuicao f(z]f). Dada uma observacao da amostra
x = (z1,...,T,) a funcdo de 6 definida por

n

L(flz) = f(2l6) = ] ] f(xil6)

i=1
é chamada funcao de verossimilhanca
Observagao: Quando consideramos f(x|f) assumimos que 6 seja fixo

(desconhecido), e x a varidvel. Quando consideramos L(6|x)
assumimos que x seja fixo, e 6 a variavel
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Exemplo: funcao de verossimilhanca

Seja X1, ..., X, uma amostra de tamanho n = 5 tirada de uma
populacao X ~ Ber(p). Dada uma observagao da amostra
x = (x1,...,25), onde cada z; = 1 or z; = 0, a fungao de

verossimilhanca é
5

Lplz) = [ [ p™(1 - p)' ™

=1

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 16
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Procedimentos basicos de inferéncia estatistica

Estimagao pontual (por ponto): se preocupa com achar “bons”
estimadores para o parametro de uma populagao

Estimacao intervalar (por intervalo): se preocupa com achar
intervalos que contém o parametro da populacao

Teste de hipotese: se preocupa de como escolher entre duas hipdteses
complementares a respeito do parametro da populacao

Em todos os trés procedimentos os dados extraidos de uma amostra
sao usado para inferir algo sobre a populacao

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 16 13



Estimacao pontual
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Estimadores pontuais

Estimadores pontuais visam estimar o(s) parametro(s) de uma
populagao a partir de uma amostra

Lembrete: dada uma populagao com distribuicao f(z|f) o
conhecimento do parametro 6 leva conhecimento sobre a populagao

Lembrete: um estimador pontual é uma estatistica, ou seja uma funcao
T(Xy,...,X,) da amostra Xi,..., X,

1) Como achamos estimadores dos parametros?

2) Como podemos avaliar a qualidade da estimativa?

Nos veremos dois métodos para achar estimadores
@ método dos momentos

e método de maxima verossimilhanga
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Método dos Momentos

Esse método foi introduzido para Karl Pearson no final do século XIX
X1,...,Xp: amostra de uma populacao X com dist. f(x|61,02,...,0k)
1;(01,02,...,0) = E(X7): j-ésimo momento da populacio

Estimadores dos parametros 61,0, ..., 60 sao achados resolvendo um
sistema de equagoes obtido igualando os primeiros k£ momentos
amostrais com os momentos f; da populacao

IS Xi = (01,62,...,0k)

%Z?:l X2 = pa(61,02,...,0;)
() | ,

%Z?:l sz = Mk(917027 .. 79]6)

Seja 01, 0,, . ..,0; a solucio do sistema (*). A funcao éj(Xl, ey X0)
nos dd o estimador do parametro 6; da populacao

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 17
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Exemplo: método dos momentos

Seja X uma populacdo com distribuicao N (u, 0?) (01 = p, 02 = 0?)
Seja X1,...,X, uma amostra de tamanho n de X
Os primeiros dois momentos da populacio sio p1 = p e pg = 02 + pu?

O sistema a resolver é

1 — 1 —
X X2 2 2
nzl i H nz‘1 P

1= 1=

2

Resolvendo para p e 0® nds temos

h=X=13X =13 (XX

i=1 i=1

"Do livro Statistical Inference, G. Casella & R. L. Berger
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Exemplo: método dos momentos

Seja X uma populagao com distribuicao Binomial(k,p) (61 =k,0:=p)
Seja X1, ..., X, uma amostra de tamanho n

Os primeiro e segundo momentos da populacao sao pi(k,p) = kp e
p2(k,p) = kp(1 — p) + k*p?

O sistema a resolver é
1 ¢ 1 ¢ 2 2 2
nz;Xi—kp nz;Xi—kp(l—p)—i—kp
1= 1=

Resolvendo para k e p nds temos

S nX(X 1) - X2 nX’
b= nX XX+ 1) -, X2

"Do livro Statistical Inference, G. Casella & R. L. Berger
e v



Estimadores de maxima verossimilhanca (EMV)

O método EMV é muito usado para obter estimadores

Lembrete: se X, ..., X, é uma amostra de uma populacdo com
distribuicao f(x|01,0s,...,0;), a fungao de verossimilhanca é

n

L(O)x) = L(01,02, ..., Olz) = [ [ f(@il61,02, ..., 0k)
=1

Ideia do EMV: um bom estimador para um parametro é o valor que

maximiza a probabilidade da amostra observada

Para cada realizacao = (z1,...,z,) da amostra, seja 9(:1:) o valor do
parametro tal que L(@|x) atinge o valor méximo como fungao de 8. O
estimador de mdzima verossimilhanga para 6 é 0(Xy,...,X,)

Observacao: Para achar o EMV é preciso resolver um problema de
otimizacao

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 17
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;. . . *
Exemplo: maxima verossimilhanca,

Seja X1, ..., X, uma amostra de uma populacao X ~ Ber(6)
A funcao de verossimilhanga é

n

L(f|z) = IIWI O) T =0 10" y=)

i=1

Usando o fato que a funcao log é estritamente crescente, sabemos que
o maximo de L(f|x) para 6 € (0,1) é o méximo de log L(f|x). Entao

d Yy n—y A _
dHIOg( O|x)) = 919 =0 = 0(x) =

SRS

=T

Para verificar que é um ponto de méximo para 6 € (0, 1), note que

d y n-y

<0, v

Entdo T maximiza L em (0,1).

"Do livro Statistical Inference, G. Casella & R. L. Berger
e e



;. . . *
Exemplo: maxima verossimilhanca,

Seja X1, ..., X, uma amostra de uma populacao X ~ N (6,1)
Observacao: a variancia 02 = 1 é conhecida! A funcio de
verossimilhancga é

n

zi0)* (@i —0)2
£0) = [omy 2o 552 = oy B
i=1

Si(zi=0) <
Temos que d%L(9|zI:) = (2m)"2e~ "5 Y.,(x; — ). Entdo, o ponto
estationario é solucao da seguinte equacao

n

Z(mi—ﬁ):O = O(z1,...,00) =T

i=1

E possivel mostrar que dag L(8|x)|9p—z < 0. Entdo, se o2 é conhecida, o
estimador EMV da média de uma populacao normal é 0=X.

"Do livro Statistical Inference, G. Casella & R. L. Berger
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;. . . *
Exemplo: maxima verossimilhanca,

Seja X1,..., X, uma amostra de uma populaciao X ~ N(6,0?)

Observacdo: assumimos que a variancia o2 é desconhecida! A funcdo de
verossimilhanca é

n
_(2i=0)? Cnyjy —Zilziz0)?
L(0,0%x) = H(27T'O’2)71/2€ 202 = (2102) 26T " 202
i=1
Primeiro, procuramos os pontos estacionarios

0

%L(0,02|az) =0 = ;wl =nb
a n
@L(e, le)y=0 = ;(:p —0)2 =no?

As solugdes das equagdes acima sdo: 0 =T, e 6% =Y " (v; —7)?/n. B

possivel mostrar que 6, 52 maximizam L, entdo os estimadores EMV para os
pardmetros de uma normal sdo § = X e 62 = 15" (X, — X)2.
n 1=

"Do livro Statistical Inference, G. Casella & R. L. Berger
e e
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O estimador média amostral

A média amostral de uma amostra aleatéria X1, .

X = Z?:l X;

., X, é definida como

Sendo uma funcao de v.a. ela é também uma v.a., é podemos falar da
sua distribuicao, esperanca e variancia
@ Se Xi,...,X, é uma amostra aleatoria de uma populagao X com
distribuicao N (u, 02), é possivel provar que

a 2 Sh o?
Sn:ZXiNN(nu,na) X = o ~N o

i=1

e Se Xq,...,X, é uma amostra de uma populagdo qualquer, temos

2
TCL = X ~ N <u, U) , para n grande
n

Em geral: n > 30 é suficiente para usar tal aproximagao
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Exemplo: média amostral”

As especificacbes de uma caracteristica de qualidade estabelecem um
limite maximo de 150, 6 unidades. A medi¢ao dessa caracteristica
comporta-se como uma v.a. X ~ N (150;2,1). Determine a
probabilidade de que a média amostral de uma amostra aleatoria de
tamanho n = 49 ultrapasse a especificacao limite de 150,6.

21 —0,04). Entéo

Solugao: Temos que a média amostral X ~ N(150; )

X — 150 S 150,6 —
0,2 0,2

_ 1
IP’(X>150,6):IP< 50) =1 ®(3) =0,0013

Observagao: nesse caso nao precisamos do TCL!

“Do livro Probabilidade e estatistica: quantificando a incerteza, J. Pinheiro et al.
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O estimador proporcao amostral

Consideramos uma populacido cujos elementos podem ser classificados
em dois tipos: sucesso e fracasso. Nesse caso, modelamos a populacao
como uma varidvel aleatéria X ~ Ber(p)

Dada uma amostra aleatéria X1, ..., X,, um estimador do parametro p
é a proporcao amostral definida por

1 n
p= n;Xi

O Teorema central do limite, nos garante que se n é “grande”, entao
vale que

A Y N(0,1)
p(1=p)

n

Em geral: essa aproximagao vale quando np(1 —p) > 3

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 17 12



Exemplo: proporcao amostral’

Uma empresa fabrica diodos usados em placas de circuito impresso.
Digamos que tenha sido coletada uma amostra aleatéria da linha de
producao com n = 50 diodos e que exatamente um nimero Y deles
esteja fora das especificagoes

A cada elemento da amostra corresponde uma v.a. X; ~ Ber(p);
X; =1 se o diodo analisado esté fora das especificacoes e X; = 0, caso
contrario

Y: numero de diodos na amostra que estao fora das especificagoes

= Y ~ Bin(50; p)
_ Y p(1—p)
P50 N<p’ 50

* . .y s . . . .
Do livro Probabilidade e estatistica: quantificando a incerteza, J. Pinheiro et al.
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Os estimadores variancia/desvio padrao amostral

A wvariancia amostral de uma amostra aleatéria X1, ..., X, é definida
€como B
S2 — Z?=1(Xi - X)2
n—1

E uma estatistica da dispersao de uma amostra aleatdria

O desvio padrao amostral de uma amostra aleatoria Xq,..., X, é
definido como S = v/ 52

Sendo S? e S v.a., elas tém uma distribuicio. Em, geral nio é facil
conhecer a distribuicao delas

Porém, se X1,..., X, é uma amostra aleatéria de uma populagao
X ~ N (p,0?), é possivel provar que

5% tem uma distribuicao x>

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 17
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Como avaliar a qualidade dos estimadores?

Vimos que existem diferentes métodos para achar estimadores. Por isso
¢ importante introduzir algum critério para avalid-los

Seja X uma variavel aleatdria cuja distribuicao de probabilidade
depende de um parametro desconhecido 6, e seja = T'(X1,...,X,) um

estimador de # baseado numa amostra aleatdria de X, de tamanho n

Uma das propriedades desejaveis para o estimador 6 é que o seu valor
esteja o mais “préximo” possivel do verdadeiro parametro 6

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 18 1



Estimadores nao tendenciosos

Lembre que um estimador é uma variavel aleatéria com uma
determinada distribui¢ao. Por isso nao estd claro o que significa para
uma v.a. ser “proxima” de um determinado valor

Possivel solucao: Uma propriedade desejavel para um estimador é que
a média da sua distribuicao seja igual ao parametro sendo estimado
(em média, o estimador “acerta”)

Definimos o vi¢s de um estimador pontual § de um parametro 6 como

B(6) =E(9) — 0

Um estimador pontual 8 é dito ndo tendencioso se

B(0) =0 < E6) =10
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Exemplo: estimadores nao tendenciosos
Seja X1,..., X, uma amostra de uma populagao X ~ N (u,0?)
Consideramos os estimadores X = L 3" X, §? = 13" (X, — X)?

Temos que E(X) = u = X é nao tendencioso para pu Para S? temos

E(S?) = n_1]E<Z(X —X)? ) (ZXQ—nX )
- B -X) = - ( (2= (7 )
:nﬁlaz_m‘/ar(y):nﬁlgz_nil(,z:g

~N 2 ~ 7 ~ .
onde usamos que Var(X) = Z-. Entao, S? sé ndo tendencioso para o

Observagao: Essa é a motivacao para o fator de normalizacao 1/(n — 1)

"Do livro Statistical Inference, G. Casella & R. L. Berger
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Erro quadratico médio (EQM)

Uma outra métrica para medir se um estimador retorna estimativas
que sejam préximas do valor verdadeiro do parametro é o erro
quadrdtico médio, definido como

EQM(9) = E((6 - )°)

Observagao: o fato que um estimador seja nao tendencioso nao garante
que o EQM seja pequeno
De fato, para estimadores nao tendenciosos, o EQM mede quao

espalhadas as estimativas dadas pelo estimador ficam em relacao ao
valor verdadeiro do parametro = Menor o EQM, mais préximas as

estimativas ficam do valor verdadeiro do parametro, ou seja, melhor é o
nosso estimador

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 18
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Erro quadratico médio (EQM)

O EQM de um estimador pode ser reescrito em funcao do seu viés:

EQM(0) = Var(6) + B(9)

Prova: E((6 — 6)%) = E((6 — E(6))) + (E(0) — 6)*> = Var(d) + (B(H))?

O EQM incorpora duas componentes: uma mede a precisao (variancia)
e a outra mede o viés. Estimadores que tém boas propriedades de
EQM tém varianca e viés pequenos

Observacao 1: para estimadores nao tendenciosos o EQM ¢é igual a
varianga do estimador

Observacao 2: estimadores nao tendenciosos nao necessariamente tém
menor EQM do que estimadores tendenciosos

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 18
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Exemplo: erro quadratico médio (EQM)

Seja X1,...,X, uma amostra aleatoria tirada de uma populacao
X ~ Ber(p). Consideramos o estimador X = 2 3" | X,

Para calcular o EQM(X) podemos calcular B(X) e Var(X)
B(X)=0 = X ¢é ndo tendencioso = EQM(X) = Var(X)

p(1—p)

Var(X) = 2z:pl— = -
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L. , 1. X
Exemplo: erro quadratico médio

Seja X1,..., X, uma amostra aleatéria de uma populagdo X ~ N(u,0?). Nés
vimos que X =1 3" X; e §2 = 3" (X; — X)? sdo estimadores nao
tendenciosos para e o2. Temos
— — - 0'2
EQM(X) = Var(X) + Bias(X) = —
—— n
0

4
EQM(S2) = Var(S?) + Bias(S?) = =2
—_——— n —

pode ser assumido!

0

: : £2 _ 1yn W2 n=1g2 2
Considere o estimador 6° = = > """ | (X; — X)? = 225 para 0°. Temos

B(6%) = "10% — 0% e Var(62) = (22)" Var(S%) = %5120*. Entéo

1 1 o — 1
EQM(52) = "7204 + ot = e

n2

Sendo 22—? < % para todo n > 1 temos que EQM(6?) < EQM(S?), apesar
de ter que S? é nio tendencioso e 52 é tendencioso!

"Do livro Statistical Inference, G. Casella & R. L. Berger
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Erro absoluto da estimacao pontual

Mais uma propriedade desejavel para um estimador é que ele retorne
estimativas que sejam proximas do valor verdadeiro do parametro
dentro de um certo erro absoluto d fixado, ou seja [0 — 0| < d

Sendo § uma v.a., ndo é possivel garantir que ]é — 0| < d seja sempre
valido
Em algumas situacoes é possivel garantir que a condicao ]é -0l <d

seja atendida com alta probabilidade, ou seja

P(|6 — 0] < d) seja perto de 1
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Erro absoluto para a média amostral

Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de uma populacao X com
média p (desconhecida) e variancia o2 (conhecida)

No caso do estimador X é possivel garantir que P(|X — p| < d) ~ 1:

P(\X—M\Sd)=ﬂ”<wgg>
NG NG

e <|Z| < ff) =20 (ff) —1,
NG NG

e o valor de ® pode ser obtido pela tabela da normal padrao

Observagao 1: E preciso conhecer o valor de o!

Observacao 2: Ao aumentar o valor de n temos que ® <§l> —1
- Vn
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Erro absoluto para a proporcao amostral
Seja X7,

X, uma amostra aleatéria de uma populagdo X ~ Ber(p)
Também para o estimador p é possivel garantir que P(|p — p| < d) = 1

p— p!
D—p <d
P | /p(l -p) /p(l -p)
TCL

~ P||Z] < d >P|Z < — d
p(1-p)

n

= | = 20 (2dv/n) — 1,
onde usamos que p(1 — p) < ;3 para todo p € [0, 1]
Observagao: Var(p) p(;fp), mas o parametro p é desconhecido!
Para resolver esse problema usamos p(1 — p) < i

ProbEst
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Exemplo: erro absoluto de estimagao

Foi realizada uma pesquisa de opiniao em uma empresa visando determinar o
nivel médio de satisfacao dos empregados. O indice de satisfagcao de cada
empregado varia entre 0 e 100 pontos, e o desvio padrao populacional é de 30
pontos. Se nessa pesquisa foram sorteados 324 empregados ao acaso para uma
entrevista, qual a probabilidade de que o indice de satisfagao médio seja
estimado com erro absoluto menor que trés pontos?

Solugao: Seja Xi, ..., X324 uma amostra aleatéria e 4 a média da populagao.
Queremos calcular P(|X — u| < 3)

P(|X —p[ <3)=P <|Z ) =P(]Z] <1,8) =2®%(1,8)—1=0,9281

3
[ —
= 30/v/324

Isso quer dizer que com 92,8% de chance o erro absoluto na estimacao do
nivel médio de satisfacao dos empregados serd menor que trés pontos

“Do livro Probabilidade e estatistica: quantificando a incerteza, J. Pinheiro et al.
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Dimensionamento da amostra

Como vimos acima, quanto maior é o tamanho da amostra em geral
mais precisa é a analise estatistica

Qual é o tamanho minimo da amostra para termos estimativas
aceitaveis?

Para poder responder essa pergunta, primeiramente fixamos duas
constantes:

d: distancia maxima considerada toleravel entre a estimativa
e o valor verdadeiro do parametro

a: probabilidade que a distancia entre estimativa e o valor
verdadeiro do parametro ultrapasse o limite d

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 18 12



Dimensionando a amostra para média (o2 conhecido)

Nesse caso procuramos o menor valor de n tal que
P(X -y <d)=1—a
Usando que
P (X - 4l < d) z]P’(|Z| < f) —l-a

vn

obtemos que z_g = -4 6 que implica

Vo
Z1-ga0 2
n >
- d

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 18
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. . *
Exemplo: dimensionamento da amostra

Foi realizada uma pesquisa de opiniao em uma empresa visando determinar o
nivel médio de satisfacao dos empregados. O indice de satisfagao de cada
empregado varia entre 0 e 100 pontos, e o desvio padrao populacional é de 30
pontos. Qual deveria ser o tamanho n da amostra de empregados a serem
entrevistados para que o erro absoluto na estimacao do indice de satisfagao
médio estivesse limitado por 1,5 com uma probabilidade de 92,81%?

Solugao: Seja Xi, ..., X, uma amostra aleatéria e 4 a média da populagao.
Queremos achar o menor n tal que P(|X — p| < 1,5) = 0,9281:

_ 1.5
281 =1— 19=P(|X —pul <1 ~P|(|Z] < !
09281 = 10,079 = P(X 4l < 1.5) ~ P (121 = 327

_aoy? 1 2
- (Zl dz”) _ <(’f)§’0)) ~ 1,296 empregados

Observagao: repare que o é conhecido!

“Do livro Probabilidade e estatistica: quantificando a incerteza, J. Pinheiro et al.
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Dimensionando a amostra para estimar a proporcao

Quando o objetivo é estimar a proporcao populacional, o tamanho
minimo da amostra para garantir um distancia maxima d da proporc¢ao
verdadeira com uma probabilidade pelo menos « é calculada a partir
da equagao:

P(p—p|<d)=1-«

Usando a aproximacao Normal, como anteriormente, obtemos:
Zl—% 2
n = 0 p(1—p)

Observacao: o tamanho da amostra depende do parametro que estamos
querendo estimar (p), que de fato ndo conhecemos!

a2
Usando p(1 — p) < 1/4 temos que o tamanho minimo é n > (Zz%)

Se por acaso sabemos que p # 0.5 é preciso estimar p(1 — p) com o
valor mais alto que pode assumir no dominio dos possiveis valores de p
DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 18 15



. . *
Exemplo: dimensionamento da amostra

Uma empresa fabrica diodos usados em placas de circuito impresso. Cada um
desses diodos pode estar fora das especificagbes padroes com probabilidade p
(desconhecida). Suponha que queremos que o erro absoluto da estimativa da
fragao de diodos fora das especificagoes nao ultrapasse 0,05 com uma
probabilidade de 90%. Qual deveria ser o tamanho amostral se:

a) ndo tivermos qualquer informagao sobre o verdadeiro valor de p?

b) sabemos que o verdadeiro valor de p é inferior a 0,27

Solugao: Temos d = 0,05 e para 1 —a = 0,90 temos 212 = 1,64

a2
a) Como nada sabemos sobre p, na formula n > (21;7> p(1 — p) pegamos

1,64 2
p=05 — n>(g;) =269 diodos
Sabemos que p < 0,2 = p(1 —p) <0,2(1—0,2). Entao,
2
n> ((333‘;)) (0,2)(0,8) = 172,13 = 173 diodos

b)

* . .y s g . . . .
Do livro Probabilidade e estatistica: quantificando a incerteza, J. Pinheiro et al.
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Estimacao por intervalos
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Intervalos de confianca

Na estimacao pontual o objetivo é inferir o parametro da populacao a
partir de uma amostra; um estimador pontual especifica um tnico
valor.

Na estimativa por intervalo o objetivo ¢é inferir a partir da amostra um
intervalo de valores para o qual nos temos alguma confianca que isso
contém o verdadeiro parametro

Exemplo: Retira-se uma amostra de 500 brasileiros e calcula-se a
média das alturas encontrando-se 1,70 metro. Logo uma estimagcao
pontual da verdadeira altura média (u) é dada por = 1,70m. Através
do intervalo de confianca é possivel encontrar um intervalo, por
exemplo [1,60m, 1,80m] que, em 95% das vezes, contem o valor
verdadeiro

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 19
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A loégica na construcao dos intervalos de confianca

1) 6: parametro da populagao (média, variancia, etc)
2) 6: estimador de # (6 uma varidvel aleatérial)

3) “Conhecida” a distribui¢do de probabilidade de é, é possivel construir um
intervalo 61 < 6 < 0, e exigir que

P(é1§9§é2):1—a

4) (1 — «): nivel de confianca; normalmente 1 — a = 0.90, 0.95,0.99

Seja X1, ..., X, uma amostra de uma populacdo com parametro ¢. Um
intervalo de confianca de 8 é dado por um par de funcoes L e U da
amostra (i.e., L e U s@o estatisticas) tais que L(x) < U(x) para todas
possivel realizagoes da amostra .

O intervalo aleatério [L(X),U(X)] é chamado estimador do intervalo
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Exemplo: intervalo de confianca

X1, X9, X3, Xy: amostra de uma populacao com dis‘gibuig@/\/’(@, 1).
Um estimador do intervalo para 6 é, por exemplo, [ X — 1, X + 1]

Na estimacao pontual, nés estimamos que # = X, enquanto agora nés
temos uma estimativa menos precisa, ou seja, 6 € [X — 1, X + 1]

Porem, na estimagao pontual temos que ]P’( =60)=0, ou SeJa nao
temos um bom controle sobre o possivel erro. Por outro lado, é possivel
calcular a probabilidade que o intervalo contenha o verdadeiro
parametro:

PHe[X-1,X+1)=PX-1<0<X+1)=P(-1<X—-0<+1)
X -0

<42)=P(-2<Z<+2)=095 Z~N(0,1)

Observacao: a motivagao para utilizar estimativas por intervalos é ter
alguma garantia de capturar o verdadeiro parametro
"Do livro Statistical Inference, G. Casella & R. L. Berger
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Intervalo de confianga para a média populacional (1/3)

Situagdo 1: A populacio X tem distribuicdo N (i, 02), o2 é conhecida

Seja X1,..., X, uma amostra de tamanho n, e X = + Yo, X; a média
amostral. Sabemos que

X —p
a/vn

Entao, fixado um nivel de confianca (1 — «), obtem-se o intervalo de
confianga para p usando

7 =

~ N(0,1)

X — —
P(—Zl_ O’/f <Zl—) =1l—-a = [X—Zl_g

; X +

m\Q

V' iV
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Intervalo de confianga para a média populacional (2/3)

Situagao 2: A populacio X tém distribuicio N (i, 0?), o2 é desconhecida

Seja X1, ..., X, uma amostra de tamanho n, X = %E?:l X; média
amostral e 5% = —L- 3" (X; — X)? a variancia amostral (repare que

precisamos estimar a variancia!). Temos que

X —
r=2"K tem distribuic@o ¢ de Student com (n — 1) grau de liberdade

- S/vn

Entao, fixado um nivel de confianca (1 — «), obtem-se o intervalo de
confianca para p usando

X _
P (—tn—m—g < a < tn—1;1—g) =1l-a

S/\/ﬁ
= y_tnllff i X+t Ll-g == ]
ot ke
tn—1,1-2 encontra-se na tabela da ¢ de Student com (n — 1) graus de

liberdade
ProbHst Aula 16



Distribuicao ¢ de Student

Se Xl, ..., X,, 530 i.i.d com distribuicao AN (u, 0?), a varidvel aleatéria

T = tém uma distribuicio que nio depende de y nem o2, e

S/ f
apenas depende de um parametro que é (n — 1)

Tal distribuicdo é chamada ¢ de Student com (n — 1) graus de
liberdades

Observagao: a dependéncia na distribuicao de T" do parametro n é

devidaa 1 = 9/f

Observagao: Se X, ..., X, nao foram normais, nao é mas verdade que
a varidvel T tem distribuicao t de Student!

Historia: Foi introduzida in 1908 por William Gosset quando trabalhava em
uma cervejaria em Dublin. Ele publicou usando o pseudoénimo Student porque
nao foi permitido publicar com o seu préprio nome. Ele estava interessado na

selecao de cevadas de melhor qualidade, e trabalhava com amostras pequenas
DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 19
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Distribuicao ¢ de Student

A distribuigao ¢ de Student tem as seguintes propriedades:

o depende de um parametro chamado graus de liberdade

@ como a normal é simétrica e centrada em 0

e quando os graus de liberdade tendem ao infinito a distribuigao se
aproxima da distribuicao normal padrao
o célculo de probabilidades pode ser feito por meio de consulta a
uma tabela de probabilidade (como no caso da normal padrao)

1

0.8+ N

0.6 - N

0.4+ N

0.2+ N

1 1 1 1 1 1
0 n9 N AR n K 1

n nA
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Exemplo: intervalo de confianca - situacao 1

Os seguintes dados foram coletados para uma amostra de uma
populagao normal, i.e., X ~ N (7,4) : 15, 10, 7, 13, 6, 9, 13, 7, 10

Calcule o intervalo de 90% de confianga para a média populacional

amostra pequena, populacao normal e o conhecido = wusamos a Normal

Para a = 0,10 temos z;_,/2 = 1,65. Entao,

T 2 T+ ? 10— 1,65 2 10+1,65 2

T—2095—F—, T+ 2005——=| = - - =

0,95\/ﬁ’ 0,95\/ﬁ Y 3 ) ) 3
=[8,9;11,1]
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Exemplo: intervalo de confianca - situacao 2

Os seguintes dados foram coletados para uma amostra de uma
populagao normal, i.e., X ~ N (?,7) : 15,10, 7, 13, 6, 9, 13, 7, 10.

Qual é o intervalo de 95% de confianca para a média da populagao?

amostra pequena e o desconhecido = usamos a t de Student

Temos T = %Z?:Nfi =10e s* =L 121 (2 —z)?P=8=9"T5¢
s = 3,12. Usamos a distribuigao ¢t de Student com 8 graus de
liberdade. Para a = 0,05 temos tg; /2 = 2,306. Entao,

3,12

_ s _ S
T — t8;0,975%; T+ t8;0,975\/ﬁ:| = [1 2,306

= [7,6;12,4]
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Intervalo de confianga para a média populacional (3/3)

Situacdo 3 (Grande amostra): A populacdo X tem uma distribuigao
qualquer mas a amostra é grande (n > 30) para que o TCL se aplique

Seja X1, ..., X, uma amostra (n >30) e X = 1 3" | X; a média amostral

o? conhecido: usando o TCL podemos dizer que Z = % ~ N(0,1);

o intervalo de (1 — «) confianga para p é calculado usando

X — _
]P’(—zl<5< >—1—0¢ — [X

T < “ag X s

o2 desconhecido: usamos S? = ﬁ > (X; — X)? e, nesse caso também,

o TCL nos garante que Z = 5/f ~ N(0,1);

o intervalo de (1 — «) confianga para p é calculado usando

X - — _
P<—213< S/\f zlg>:1—a — |:X—213;X+Zla:|

Em ambos casos, Zi-g encontra-se na tabela da distribuigdo Normal Padrao

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 20
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Exemplo: intervalo de confianca - situacao 3

Deseja-se estimar a resisténcia média de um certo tipo de fibra usada
na fabricacao de um tecido. Uma amostra aleatéria de 40 espécimes da
fibra tem uma média amostral de 12,4 bar. Se o desvio padrao ¢ da
populagao é conhecido e igual a 2,1 bar, determine um intervalo de
confianca de 95% para o verdadeiro valor da média populacional u

Temos n = 40,7 =12,4,0 = 2,1, a = 0,05 e 21_4/2 = 1,96. Como n > 30 e
o é conhecido, podemos aplicar o TCL e construir um intervalo de

1 — a confianga usando { X+2-a

— -5 7 ﬁ}

2,1 2,1
[12,4 —(1,96)2=; 12,4 + (1,96) == | = [11,75; 13, 05]

V40 \/@}

Observacao: A populagdo pode ter qualquer distribui¢do, ndo precisa
ser normal; isso porque o TCL pode ser aplicado!

“Do livro Probabilidade e estatistica: quantificando a incerteza, J. Pinheiro et al.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 20 4



Intervalo de confianca para a proporcao populacional

Seja X uma populacao cujos elementos podem ser classificados em dois
tipos: sucesso e insucesso, ou seja X ~ Ber(p)

Dada uma amostra Xi,..., X, de tamanho n, um estimador do
parametro p é a propor¢ao amostral p= > | X;. O TCL =

SR N N(0,1) se n é suficientemente grande, i.e., np(1 — p) > 3

/p(1—p)

Calculamos o intervalo de (1 — «) confianga para p usando
P—p _ _ [p(1 —p) _ /p(1 —p)
P —Z1-a < \/ﬁ Sz_g | =l-a = l:P—Z1—g Tﬂp-‘rzl—% T
n

Observacao: O parametro p é de fato desconhecido, entao nao esta
1— .
claro como calcular I% e obter o intervalo
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Dois tipos de intervalos para a proporcao populacional

Para achar o intervalo de confianca para a proporcao p é preciso
1— . A , .
calcular M' Como fazer isso se o parametro p é desconhecido?

Intervalo de confianca conservativo: lembrando que p(1 —p) < 1/4
para todo p podemos achar o intervalo de confianca usando esse valor

_ [p(1—p) _ [p(1 —p) ~ 1 1
l:p—z1g T7P+Z17% R Clp—2z-¢ Eyp"rﬁf% n

Intervalo de confianca nao conservativo: podemos usar na expressao da
variancia o valor estimado p e achar o intervalo usando

|:p21‘;\/p(1n7_p)§p+zl‘;\/p(1n7_p):| ~ {pzlg\/p(lni_p);p+z1§\/p(lni_p)]

Observacgao: A escolha conservativa sempre levard a intervalo maiores
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Exemplo: intervalo de confianga para proporcao

Uma loja em Botafogo deseja inferir a proporcao de clientes que estao
satisfeitos com seu servigo. Para isto, entrevistou 30 clientes e obteve
que 20 sao satisfeitos e 10 sao insatisfeitos

Construa um intervalo conservativo e um nao conservativo de 96%
confianca para a proporgao de clientes satisfeitos

O intervalo nao conservativo de 96% de confianca para p é

{17—20,98\/ p(lnp);ﬁ+zo,98\/p(1np)] = {ﬁ —2,05(1/ %5 e )2 +2, 05(1/ 3 2 )] =

[2-0,18;2 +0,18] = [0,49;0, 85]

O intervalo conservativo de 96% de confianca para p é

[]5—2098 4111;15‘1'20,98\/;}—[—2 05(\/7) 19, 05(\/7)}:

[2-0,19; 2 +0,19] = [0,48;0, 86]

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 20
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Testes de Hipotese
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Introducao

Ao fazer um teste de hipétese, o objetivo é formular hipéteses sobre um
parametro da populacao, e com base em uma amostra observada,
tomar alguma decisao sobre o comportamento de tal parametro.

Exemplo: Em 1710, o polimata John Arbuthnot examinou dados
sobre nascimentos de pessoas em Londres de 1629 até 1710. Em todos
os 82 anos examinados, o nimero de nascimentos de homens excedia o
de mulheres. Ele estava interessado em decidir se esse excesso era
estatisticamente significante ou ocorreu simplesmente por acaso.
Modelando o sexo de um recém-nascido como uma distribuicao de
Bernoulli de parametro p desconhecido, ele estava interessado em
decidir se p = 1/2 ou p # 1/2. Assumindo que p = 1/2 (nascimento de
homens e mulheres sdo equiprovaveis), a probabilidade do excesso ser
observado nos 82 anos seria de 1/2%2 ou seja, 1 em 4,84 x 10%4.
Portanto, ele concluiu que tal diferenca de fato existia, e nao foi
observada por acaso, apesar de nao conhecer o seu motivo.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 21
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Conceitos basicos

Exemplo: Consideremos uma empresa que produz cabos nduticos de determinado
tipo. O fabricante garante que a carga de ruptura média de seu produto é de pelo
menos 90kg. Um potencial consumidor, interessado na compra de grande
quantidade do produto, decide fazer ensaios de carga de ruptura com 20 espécimes,
obtendo uma média amostral de 88,4kg. Podemos concluir que a carga média de
ruptura é de fato inferior a apresentada pelo fabricante?

@ Populagéo: todos os cabos fabricados pela companhia

@ Propriedade de interesse: carga de ruptura, em kg, representada pela variavel
aleatéria X

@ Distribuigdo de X: Assumiremos ser normal, ou que o tamanho da amostra é
suficientemente grande para garantir a validade do TCL

@ Parametro: média populacional p
@ Hipodtese nula: Ho : pu > 90
@ Hipdtese alternativa: Hi : p < 90

Parece razoavel considerar a estatistica X, e dependendo do seu valor na amostra,
aceitar ou rejeitar a hipétese nula.

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 21
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Conceitos basicos

Mais geralmente, queremos avaliar a validade (ou nao) de uma afirmagao
sobre uma caracteristica (parametro 6 da distribui¢do de probabilidade) da
populacao X, através de uma amostra aleatéria X, .
Alguns passos importantes nesse procedimento sao:

1) Formulamos duas hipdteses mutuamente exclusivas sobre o valor correto de 6:

o A hipdtese nula, denotada por Hg, representando o status quo da
natureza, a alternativa mais conservadora sobre 6

o A hipdtese alternativa, denotada por Hq, representando a
alternativa inovadora sobre 6

2) Elegemos uma estatistica de teste T(X1,...,Xn), que resuma toda a
“informacao relevante” sobre 6

3) Dividimos o conjunto de valores possiveis de T' em duas regides:

o Regiao de aceitagao, A: Se T(x1,...,x,) € A, aceitamos Hg
o Regiao de rejeicdo ou regiao critica R: Se T(xq,...,x,) € R,
rejeitamos Ho
Pergunta: Como escolhemos a estatistica de teste, a regido de aceitagao e a regiao
de rejeicao?

Aula 21
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Conceitos basicos

Trataremos somente de testes sobre a média ou proporc¢do populacional, portanto
nossas estatisticas de teste estardo relacionadas com X ou p.

Foquemo-nos em como determinar as regides de aceitacao e rejeigao. Para isso,
precisamos falar dos erros tipo I e I1.

Como a amostra nos fornece somente informagoes parciais sobre a populagao, a
decisdo que tomamos sobre aceitar ou rejeitar Ho pode estar incorreta. Queremos a
“melhor decisao” possivel, ou seja, alguma que minimize algum erro. Temos dois
tipos de erros possiveis:

@ Erro tipo I: Rejeitar Ho quando Ho é verdadeira

@ Erro tipo II: Nao rejeitar Ho quando Ho é falsa

Cada um desses erros tem uma certa probabilidade de ocorréncia:
@ a = P(erro tipo I) = P(rejeitar Ho | Ho é verdadeira), dito o nivel de
significancia do teste
@ [ =P(erro tipo II) = P(ndo rejeitar Ho | Ho ¢ falsa)
Gostarfamos de construir as regides de aceitacao e rejeicdo de modo que tanto «
quanto S fossem pequenos, porém isso é impossivel, fixado o tamanho da amostra!

O que é feito é fixar « igual a um valor pequeno (usualmente 0,05 ou 0,01) para
assim construir as regides de aceitagao e rejeicdo. Mas porque essa assimetria?

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 21
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Assimetria nos erros tipo I e II

Note que nao tratamos os erros tipo I e IT acima como simétricos. Isso se da pois, da
maneira como formulamos Ho e H1, o erro tipo I representa algo mais grave que o
erro tipo II, mesmo sendo essa nogao subjetiva:

Exemplo: No exemplo dos cabos nauticos, o fabricante afirma que a carga de
ruptura é de pelo menos 90kg, porém um consumidor estd desconfiado que ela é
menor, com base na sua observagao, e formulamos as seguintes hipétese:

Ho: w>90
Hi: p<90

Note que, do ponto de vista do fabricante, o erro tipo I é mais grave, pois ele
representa concluir (erradamente) que a carga de ruptura média é menor do que o
por ele afirmado. Porém, do ponto de vista do consumidor, o erro tipo II é mais
grave, pois implica em uma crenga em um valor maior que o real da carga de
ruptura, implicando, possivelmente, em um acidente. Portanto, do ponto de vista do
consumidor, seria mais adequado formular o teste como:

Ho: p<90
Hi: p>90

As hipéteses sempre serdo formuladas de modo que Ho seja aquela hipbtese cuja
rejeicdo equivocada constitui o erro de maior importancia.
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Hipotese simples vs. composta

Dizemos que uma hipétese, seja Ho ou Hi é simples se ela corresponde a um dnico
valor, ou seja, é da forma 6 = 6.

Hipéteses que contém mais de um valor de 8, em particular da forma 6 < 6y, 6 < 6o,
0 > 0y e 0 > 0o, sdo ditas compostas.

O que isso influencia no célculo das probabilidades dos erros tipo I e 117

Considere que queremos testar Ho : 0 > 0y versus Hi : 0 < 6. Lembremos que

a = P(erro tipo I) = P(rejeitar Ho | Ho é verdadeira). Se Ho é uma hipétese
composta, tal probabilidade seria bastante dificil de ser calculada, pois ndo temos
um valor especifico para o parametro 6.

— seria conveniente poder considerar Ho simples, por exemplo, como Ho : 6 = 6o!
Porque isso faz sentido?

Pode-se provar que um procedimento capaz de distinguir eficientemente entre
Hy 1 0 = 0o (valor mais desfavordvel possivel para ) e H1 : 0 < 6y também serd
“bom” para distinguir as hipdteses originais Ho : 6 > 0p e H1 : 6 < 6o.

Mesmo que as hipéteses sejam do tipo Ho : 0 > 0p vs. Hi : 0 < 0y ou Ho : 0 < Oy vs.
Hi: 0 > 0o, a hipétese nula Ho sempre serd considerada como 6 = 6y, pois é o valor
mais desfavordvel para 6 e especifica uma tnica distribuicdo para a populagao.
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Um exemplo para fixar as ideias

Exemplo: Para concluir o exemplo dos cabos nauticos, o fabricante afirma que a carga de
ruptura é de pelo menos 90kg, e um consumidor desconfiado, em uma amostra de 20 cabos,
obtém uma carga de ruptura de 88,4kg. Supondo que o desvio padrao populacional é de
10kg, teste as hipdteses Ho : p > 90 versus Hi : p < 90, ao nivel de significAncia de 5%.

Solugao:
@ Lembremos que consideraremos Ho simplesmente como p = 90

@ Parece razodvel rejeitarmos Ho se observarmos um valor suficientemente baixo para
X, digamos z.. Usaremos o nivel de significancia para obter tal valor. Lembremos

X —90
ue se p = 90, entdo Z = —— ~ N(0,1):
q 3 10/v/20 (0,1)

- . - ze. — 90
0,05 = P(rejeitar Ho | Ho é verdadeira) = P(X < z. =90)="P (Z < 7)
(rej | ) =1P( clu ) 10/
e = 90 1,64 = 86, 33k
e = —z = -1, Te = s .
10/\/% 0,05 0,95 c g

@ Portanto, a regiao de rejeicao R ¢ dada por {X < 86,33}, e a regido de aceitagio A é
dada por {X > 86,33}.

@ Como T = 88,4 € A, nao temos evidéncia para rejeitar Hgp, ao nivel de significancia de

5%.
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Teste para a média amostral: ¢ conhecido

Seja p o parametro de interesse de uma populagdo X. Assumiremos que X tenha
uma distribui¢do normal, ou que a amostra seja suficientemente grande para poder
aplicar o TCL. Um roteiro para construir um teste de hip6tese sobre u, quando o é
conhecido, é o seguinte:

@ Especificar as hipdteses nula e alternativa dentre as trés possibilidades a seguir:

1) Ho:p=po versus Hy : u # po (teste bilateral)
2) Ho:p < pp versus Hy : p > po (teste unilateral)
3) Ho:p > po versus Hy : p < po (teste unilateral)
Nos casos 2) e 3) trabalhamos com Ho : = po

@ Fixar o nivel de significancia
a = P(erro tipo I) = P(rejeitar Ho | Ho é verdadeira)

X,
o/vn
normal padrdo (resp. aproximadamente normal padrao), se X é normal (resp.
se X tem distribuigdo qualquer mas n é grande para valer o TCL)

@ Usar X como estatistica de teste. Note que se p = po, entdo Z =

@ Usar o nivel de significAncia para determinar as regides de rejeigdo e aceitagao

@ Coletar os dados, calcular T e decidir por aceitar ou rejeitar Ho, se T € A ou
T € R, respectivamente

DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 21
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Exemplo: o conhecido

O desempenho médio na estrada para um certo tipo de automével SUV movido a diesel é de
15 km/¢ segundo informagdes da montadora. Uma revista especializada verificou o
desempenho na estrada em 27 desses automéveis e apurou um desempenho médio amostral

de 14,3km/¢. Admitindo que o desempenho ao longo da estrada siga um modelo Normal
com desvio padrao de 3 km/¢:

a) Teste ao nivel de significAncia de 5% a afirmagdo da montadora de que a média de

consumo ¢ igual a 15 km/¢ contra a alternativa de ser diferente de 15 km/¢. O que
vocé pode concluir?

Solugao:

a) Queremos testar Ho : p = 15 versus Hi : pu # 15. Parece razoével rejeitarmos Ho se
observarmos um valor de X que diste suficientemente de 15. Determinemos tal
distancia mais precisamente usando o nivel de significincia. Como o é conhecido,

X —-15
notemos que se p = 15, entdo Z = ~ N(0,1):
3/v27

0,05 = P(rejeitar Ho | Ho é verdadeira) = P(|X — 15| > z. | u = 15)

EE

Tc Tc

— 1,96 = x, =1,13.
3/\/27) 3/\V/27 ¢

Dessa forma, rejeitamos Ho se |X — 15| > 1,13, ou equivalentemente, se
X >16,13km/¢ ou X < 13,87km/¢. Como o valor observado foi T = 14, 3km/¢, nao
rejeitamos a hipétese nula, ao nivel de significAncia de 5%.
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Exemplo: o conhecido (continuacao)

O desempenho médio na estrada para um certo tipo de automével SUV movido a diesel é de
15 km /¢ segundo informagdes da montadora. Uma revista especializada verificou o
desempenho na estrada em 27 desses automéveis e apurou um desempenho médio amostral

de 14,3km/¢. Admitindo que o desempenho ao longo da estrada siga um modelo Normal
com desvio padrao de 3 km/¢:

b) Determine a probabilidade do erro do tipo II assumindo g = 14 km/£. O que esta
probabilidade significa?
Solugao:

b) Lembremos que 8 = P(erro tipo II) = P(ndo rejeitar Ho | Ho é falsa). Como estamos
especificando um valor para p de modo que Hg seja falsa, temos que:

B(14) = P(ndo rejeitar Ho | p = 14) = P(13,87 < X < 16,13 | u = 14)

13,8714 X —14 _ 16,13 — 14
—p < < =P(-0,23 < Z < 3,69) = 0, 59.
3/V27 3/V27 3/V/27

Assim, se Hg é falsa com p = 14, terfamos uma chance de 59% de equivocadamente
nao a rejeitarmos.

DME - IM - UFRJ ProbEst
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Exemplo: o conhecido (continuacao)

O desempenho médio na estrada para um certo tipo de automével SUV movido a diesel é de
15 km/¢ segundo informagdes da montadora. Uma revista especializada verificou o
desempenho na estrada em 27 desses automéveis e apurou um desempenho médio amostral

de 14,3km/¢. Admitindo que o desempenho ao longo da estrada siga um modelo Normal
com desvio padrao de 3 km/¢:

¢)

Uma concorrente afirma que a montadora em questao nao diz a verdade, e que o
desempenho médio do veiculo é na verdade de 14km/¢. Teste agora, ainda ao nivel de

significAncia de 5%, qual das duas afirmativas sdo suportadas pelos dados observados.
Solugao:

¢) Queremos testar Ho : p = 15 versus Hi : p = 14. Parece razodvel seguirmos a légica
de um teste unilateral, e rejeitarmos Ho se observarmos um valor suficientemente
baixo para X. Determinemos tal valor mais precisamente usando o nivel de
significancia. Como o é conhecido, notemos que se p = 15, entao

X —-15

= Yo ~ N(0,1):

0,05 = P(rejeitar Ho | Ho é verdadeira) = P(X < x| p = 15)

]P( <”3C*15)=>"’“"8715 1,65 = 14,04
— =1, zc. = 14,04.
3/V/27 3/V/27 ¢

Dessa forma, rejeitamos Ho se X < 14,04. Como o valor observado foi Z = 14, 3km/¢,
nao rejeitamos a hipétese nula, ao nivel de significAncia de 5%, e os dados ainda
suportam a hipétese do desempenho ser 15km/¢.
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Teste para a média amostral: ¢ desconhecido

Seja X a quantidade de interesse da populagao, cuja distribuigdo assumiremos
normal. Um roteiro para construir um teste de hipdtese sobre u, quando o é
desconhecido, é o seguinte:

@ Especificar as hipdteses nula e alternativa dentre as trés possibilidades a seguir:
1) Ho:p= o versus Hy : u # po (teste bilateral)
2) Ho:p < po versus Hy o p > po (teste unilateral)
3) Ho:p > po versus Hy : p < po (teste unilateral)
Nos casos 2) e 3) trabalhamos com Ho : p = o

@ Fixar o nivel de significancia
a = P(erro tipo I) = P(rejeitar Ho | Ho é verdadeira)

—H
S/vn
distribuic@o ¢ de Student com (n — 1) graus de liberdade. Lembre que para isso
valer, X precisa ser necessariamente normal!

@ Usar X como estatistica de teste. Note que se p = po, entdo T = tem

@ Usar o nivel de significAncia para determinar as regides de rejeicdo e aceitagao

@ Coletar os dados, calcular T e decidir por aceitar ou rejeitar Ho, se T € A ou
T € R, respectivamente
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Exemplo: o desconhecido

Exemplo: Na situacao dos cabos nduticos, o fabricante afirma que a carga de ruptura é de
pelo menos 90kg, e um consumidor desconfiado, em uma amostra de 20 cabos, obtém uma
carga de ruptura de 88,4kg. Agora, o desvio padrao populacional é desconhecido, porém o
desvio padrdao amostral observado foi de 11,0kg. O que podemos dizer agora sobre as
hipéteses Ho : p > 90 versus Hi : p < 90, ainda ao nivel de significAncia de 5%7

Solucgao:
@ Lembremos que consideraremos Ho simplesmente como g = 90

@ Parece razodvel rejeitarmos Ho se observarmos um valor suficientemente baixo para
X, digamos z.. Usaremos o nivel de significancia para obter tal valor. Lembremos

que se = 90, entdao T' =

——— ~tcomn—1=19 graus de liberdade:
S/V/20 &

- . . - :cc—QO)

0,05 = P(rejeitar Ho | Ho é verdadeira) = P(X < z =90)=P|T < ——

(rej o | Ho ) =D( el ) ( 11/v30
ze — 90

11/\/% = t19;0,05 = —t19;0,95 = —1,729 = xz. = 85, 75kg.

@ Portanto, a regido de rejeicdo R é dada por {X < 85,75}, e a regido de aceitagdo A é
dada por {X > 85,75}.

@ Como T = 88,4 € A, nao temos evidéncia para rejeitar Hop, ao nivel de significancia de

5%.
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p-valor de um teste: motivacao

A fim de motivarmos o conceito de p-valor de um teste, vejamos um exemplo.

Exemplo: Um produto quimico tem seu teor de pureza normalmente distribuido, com
média 0,72 e desvio padrao 0,02. A fim de aumentar a pureza, o produto é submetido a um
tratamento. Dezesseis unidades do produto sao selecionadas de forma aleatéria e
submetidas a esse tratamento. Em seguida, a pureza de cada unidade é determinada
obtendo-se, para elas, uma média amostral de 0,73. Podemos dizer que o tratamento
contribuiu para o aumento da pureza? Assuma que o tratamento somente altera a média
populacional, mantendo seu desvio padrao inalterado.

Solucgao: Esté claro que queremos testar Ho : p = 0,72 versus Hy : p > 0,72. Rejeitaremos
entdo Ho ao observarmos um valor suficientemente alto para X. Considerando p = 0, 72,

X —0,72
0,02/+/16

lembremos que Z = ~ N(0,1). Testemos, primeiramente, ao nivel de

significancia de 5%:

.. . - xc—0,72)
0,05 = P(rejeitar Ho | Ho € verdadeira) = P(X >z =0,72)=P(Z> ————
(rejeitar Ho | Ho )=B(X> o lu=0m)=p (2> o2
ze— 0,72
= = - — =1,66 = x.=0,728.
0,02/vi6 % ¢

Como o valor observado foi * = 0,73 > 0, 728, temos evidéncias para rejeitar a hipdtese
nula, ao nivel de significaAncia de 5%, e podemos afirmar que o tratamento aumentou a
pureza do produto.
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p-valor de um teste: motivagao (continuagao)

Exemplo: Um produto quimico tem seu teor de pureza normalmente distribuido, com
média 0,72 e desvio padrao 0,02. A fim de aumentar a pureza, o produto é submetido a um
tratamento. Dezesseis unidades do produto sado selecionadas de forma aleatéria e
submetidas a esse tratamento. Em seguida, a pureza de cada unidade é determinada
obtendo-se, para elas, uma média amostral de 0,73. Podemos dizer que o tratamento
contribuiu para o aumento da pureza? Assuma que o tratamento somente altera a média
populacional, mantendo seu desvio padrao inalterado.

Solucao: Um determinado padrao de qualidade, mais criterioso, exige que tal teste seja
feito ao nivel de significincia de 1%. Qual serd a nova conclusao?

Ainda queremos testar Ho : 4 = 0,72 versus Hi : p > 0,72, e rejeitaremos entdo Ho ao
observarmos um valor suficientemente alto para X. Considerando p = 0,72, lembremos que
X -0,72
0,02//16

~ N(0,1). Temos que:

— —-0,72
0,01 = P(rejeitar Ho | Ho é verdadeira) = P(X >z =0,72)=P(Z >
(rejeitar Ho | Ho )= P(X > ac | u=0.72) = Ooz/f)

c—0,72
ooz/f

Como o valor observado foi z = 0,73 < 0, 732, nao temos evidéncias para rejeitar a hipétese
nula, ao nivel de significAncia de 1%, e nao podemos afirmar que o tratamento aumentou a
pureza do produto.
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p-valor de um teste: definicao

O exemplo acima nos leva a algumas indagagoes:

@ Quao perto estd o valor observado da fronteira entre as regices de
aceitacao e rejeicao?

@ Equivalentemente, quao sensivel é a decisao tomada com respeito a
alteracoes no nivel de significancia?

Isso nos leva a seguinte defini¢ao:

Definigao: O p-valor ou nivel critico de um teste, fixado uma amostra
Z1,...,T, € 0 menor nivel de significancia para o qual a hipotese nula ainda
serd rejeitada. Denotamos o p-valor de um teste por a.

Em particular, a hipétese nula nao sera rejeitada para qualquer nivel de
significancia menor que ou igual a a&.
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p-valor de um teste: intuicao e calculo

Para ganhar intuicdo, relembremos o exemplo da purificagdo de um produto quimico
@ Ao nivel de significancia de 5%, rejeitamos Ho se X > 0,728
@ Ao nivel de significancia de 1%, rejeitamos Hg se X > 0,732
@ Observamos o valor de 7 = 0,73

Area = 0,0228

0,726 0,728 0,730 0,732 0,734

@ O valor de 0,05 corresponde a drea a direita do valor de corte 0,728, no nivel de
significancia de 5%

@ Analogamente, o valor de 0,01 corresponde a drea a direita do valor de corte 0,732, no
nivel de significAncia de 1%

@ Portanto, o menor nivel de significincia para o qual rejeitariamos Ho para esses dados
serd a probabilidade de observarmos uma média amostral maior que o valor observado
Z, sob Ho:

a=P(X >0,73 | u=0,72) = 0,0228.

@ Assim, os dados observados ndo suportam rejeitar Ho, para qualquer nivel de

significancia abaixo de 0,0228.
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p-valor de um teste: intuicao e calculo

A intuigdo acima nos da entdo uma outra interpretacao do p-valor de um teste, bem como
uma maneira de calculd-lo:

O p-valor de um teste para a média populacional, fixado uma amostra x1,...,ZTn, é
calculado como a probabilidade de observarmos um valor mais extremo que T para X, onde
a distribuicdo de X é calculada assumindo Ho como verdadeira.

Portanto, mais geralmente, calculamos o p-valor das seguintes formas:

Ho: p=po

@ Teste unilateral = a=P(X <ZT|p=po)
Hi: p<po

Ho: n<po

@ Teste unilateral = a=P(X>7 | p=po)
Hi: p>po

Ho: p=po

= a=P(|X —po|l > [T — pol | n = po)
Hi: p#po

@ Teste bilateral {
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Exemplo

Relembremos o exemplo do desempenho de um automével na estrada: A montadora
afirma que o desempenho é de 15km /¢, porém ao testar 27 amostras desses
automdveis, observa-se um desempenho médio amostral de 14,3km/¢. Lembremos
que o desvio padrao populacional é conhecido e igual a 3km/¢. Qual o p-valor desse
teste?

Solugao: Como o teste é bilateral, o p-valor serd a probabilidade, sob Ho, de
observarmos X distando mais que |14,3 — 15| = 0,7 de uo = 15. Mais precisamente:

a="P(X — pol >0,7| p=po) =P(X — 15/ >0,7)

0,7
=P(|Z] > : =P(|Z] > 1,212) = 2[1 - P(Z < 1,212)] = 0, 2256.
(121> 57 ) = 2021 > 1,212 =21 - )

Portanto, qualquer nivel de significancia abaixo de 22,56% implica em nao rejeitar
Ho.
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Teste para proporgoes

@ Considere agora que o atributo de interesse de uma populagdo pode ser
modelado por X ~ Ber(p), onde p, a propor¢ao populacional dos elementos
que possuem tal atributo, é desconhecida. Queremos testar hipdteses sobre os
possiveis valores de p a partir de uma amostra aleatoria dessa populacao

@ Seja Xi,...,X, uma amostra de tamanho n e p = % >, Xi a propor¢ao
amostral (estimador de p)

o TCL = —2=P N(0,1), se n é suficientemente grande (np(1l —p) > 3)

/p(1—p)
n

@ Temos aqui também trés testes de interesse:

Ho: p=po Ho: p<po . Ho: p=po
Hi: p<po’ Hi: p>po Hi: p#po

@ Analogamente ao teste para a média amostral, no caso unilateral
consideraremos a hipétese nula como Ho : p = po. Notemos que nesse caso, a

distribui¢do da propor¢do amostral torna-se facil de se trabalhar com, pois
Po(l—Po))

n

teremos que p ~ N (po,

@ O p-valor é calculado como anteriormente, e valem as mesmas interpretagoes
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Exemplo

Seja p a proporgao de produtos que atendem as especificagbes de qualidade de uma fabrica.
Foi selecionada uma amostra aleatéria de tamanho 40 da linha de producao, verificando-se
que 32 atendem as especificagoes. Desejamos testar as hipéteses Ho : p > 0,85 contra

Hi:p<O0,85.
a) Qual decisdo deve ser tomada ao nivel de significAncia de 5%? Por que?
b) Qual o p-valor desse teste? Interprete seu resultado.
¢) Qual a probabilidade de se cometer um erro tipo II no teste obtido no item a) se a
proporc¢ao populacional de pegas que atendem as especificagdes de qualidade for
p=0,757
Solugao:

a) Rejeitamos Ho ao observarmos um valor suficientemente baixo para p. Sob Hg, temos
p—0,85
que Z =

———— ~ N(0,1),d d :
SIS (0,1), de modo que
Y 40

~0,85
0,05=P(F<pe|p=085)=P|2Z< L2

/(0,85)(0,15)
40
-0,85
= P o005 = —2005 = —1,65 => pe ~ 0,757
/(0,85)(0,15)
40

Como observamos P, = 0,8 > 0,757, ndo temos evidéncias para rejeitar Ho.
DME - IM - UFRJ ProbEst Aula 22 8



DME - IM - UFRJ

Exemplo

Seja p a proporc¢ao de produtos que atendem as especificacdes de qualidade de uma fabrica.
Foi selecionada uma amostra aleatéria de tamanho 40 da linha de producao, verificando-se
que 32 atendem as especificagoes. Desejamos testar as hipéteses Ho : p > 0,85 contra

Hi:p <O0,85.
a) Qual decisdo deve ser tomada ao nivel de significAncia de 5%? Por que?
Qual o p-valor desse teste? Interprete seu resultado.

¢) Qual a probabilidade de se cometer um erro tipo II no teste obtido no item a) se a

proporgao populacional de pecas que atendem as especificagées de qualidade for
p=0,757
Solugao:

b) O p-valor é calculado da seguinte forma:

0,8 — 0,85
&a=P(P<0,8|p=0,8)=P|Z<

————— | =P(Z < —0,89) =~ 0,1867.
/(0,85)(0,15)
40

Portanto, qualquer nivel de significAncia abaixo de 18,67% nos levard anao rejeitar Ho
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Exemplo

Seja p a proporgao de produtos que atendem as especificacoes de qualidade de uma fabrica.
Foi selecionada uma amostra aleatéria de tamanho 40 da linha de produgao, verificando-se
que 32 atendem as especificagées. Desejamos testar as hipbteses Ho : p > 0,85 contra
Hq1:p <O0,85.

Qual decisao deve ser tomada ao nivel de significincia de 5%? Por que?

Qual o p-valor desse teste? Interprete seu resultado.

Qual a probabilidade de se cometer um erro tipo II no teste obtido no item a) se a

proporg¢ao populacional de pecas que atendem as especificagées de qualidade for
p=0,75?

Solugao:

c)

p—0,75
Como estamos assumindo que p = 0, 75, note que Z = e N

/(0,75)(0,25)
40
modo que:

~ N(0,1), de

0,757 — 0,75
B(0,75) =P(p > 0,757 | p=0,75)=P | Z> 22— "2 | =P(Z >0,10) ~ 0, 4602.
(0,75)(0,25)
40

Portanto, se p = 0, 75, temos uma chance de 46,02% de aceitarmos, erroneamente, a
hipétese nula.
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