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Avaliagao Final de Probabilidade e Estatistica 02-07-2019

Atencao: Nao serao aceitas respostas sem justificativa.
Resolver as questoes nos espagos apropriados.

Q1) Sejam (X7, X5) a variavel aleatoria bidimensional cuja distribuigdo conjuntadada é dada pela tabela:

X\X [ 4] 0 [ 1| mm)

1 02100]02] 04
0 0010200 02
1 0210002 04

pa(z2) [ 04]02]04] 1

(a) Calcule E(X;) e Var(X;), sendo i=1,2.
(b) Calcule E(X;1X5) , Cov(X1, Xs) e Var(X; — X3). As v.a.'s Xj e X s@o independentes?

(¢) O que se pode dizer sobre a veracidade da afirmagao:
"Se X; e X5 sdo independentes, entdao Cov(Xy, X3)=0"? Justifique.

(d) O que se pode dizer com relagdo a esta afirmagao:
"Se Cov(Xy, X2)=0, entdo X; e X3 s@o independentes"? Justifique.

Q2) A quantidade de particulas emitidas por uma fonte radioativa durante um periodo de uma hora é uma variavel
aleatoria de Poisson com pardmetro A, a principio desconhecido. Sabe-se que a probabilidade de nenhuma
particula ser emitida durante esse intervalo de tempo é de 0,00673.

(a) Em média, quantas particulas sdo emitidas por hora? Escreva também a expressao da funcao densidade
de probabilidade de T', o tempo em horas entre duas emissoes consecutivas.

(b) Sabendo que em 20 minutos ap6s uma emissao nenhuma outra particula foi emitida, qual a probabilidade
de que precisamos esperar mais meia hora pela proxima emissao?

(¢) Sejam X, ..., Xo4 0s nimeros de particulas emitidas pela fonte ao longo das 24 horas de um determinado
dia, e admita que as quantidades de particulas emitidas em horas distintas sao independentes entre si.
Qual é a probabilidade de, ao longo dessas 24 horas, observarmos a emissao de no méximo 100 particulas?

Q3) Sejam X; a média de uma amostra aleatéria de dimensdo n extraida de uma populagdo normal de valor
esperado p e variancia o7, e X, a média de uma amostra aleatéria de dimensao n, independente da primeira,
extraida de uma populagio normal de valor esperado p e variancia o3. Mostre que:

(a) Se w € [0,1], wX; + (1 — w) X5 & um estimador nao viesado de p.
2
N . . , L. o o

(b) A variancia do estimador em (a) é minima quando w = UfTQUS

Q4) Em uma linha de produgao, o engenheiro responsavel pelo controle de qualidade deseja estimar a propor¢ao
p de itens defeituosos produzidos. Para isso, seleciona aleatoriamente uma amostra de 50 itens, observando
4 itens defeituosos. Historicamente, mesmo em ocasioes de descontrole na linha de produgao, a proporgao de
itens defeituosos jamais superou 15% e o engenheiro acredita que esse limiar continue a valer.

(a) Construa um intervalo ndo conservativo ao nivel de confianga 95% para a proporgao de itens defeituosos
na linha de produgao.

(b) Qual deve ser o tamanho de amostra coletada para que, ao se utilizar a proporgdo amostral de itens
defeituosos (p) como estimador da proporgao de itens defeituosos (p) na linha de produgéo, o erro absoluto
de estimacao |p — p| seja inferior a 0,05, com probabilidade 95%7

(c) Com base nos resultados experimentais calcule o p-valor correspondente ao teste da hipotese Hy de que
a proporgao de itens defeituosos nao supera 7% contra a alternativa H; de que supera 7%.

Boa Prova!



Q1)

(a)

Solucao
B(X;)=-1x0,4+0x0,2+1x0,4=0
Var(X;) = B(X2) = (=1)2 x 0,4+ 02 x 0,2+ 12 x 0,4 = 0,8
E(X;1X5)=1x0,2+(-1)x0,241x0,2+(-1)x0,2=0
CO’U(Xl,XQ)) = E(XlXQ)) - E(Xl)E(Xg)) =0
Var(X; — X)) =Var(Xy) + Var(Xz)) — 2Cov(X1, X2)) = 1,6
X1 e X5 ndo sdo v.a.’s independentes! Pois, p(-1, -1)=0,2 # p(-1) p(-1) = 0,4 0,4=0,16
Como, Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y), quando X e Y s@o independentes, Cov(X,Y) = 0.
Nos itens (a) e (b) acima vimos um contra exemplo que mostra que a reciproca da afirmagao do item (c)
nao é verdadeira. X; e Xy nao sao independentes, mas a Covariancia é zero.

Seja X o ntmero de particulas emitidas pela fonte radioativa em um periodo de uma hora. Primeiramente
calculemos o parametro A. Temos que

0,00673 = P(X = 0) = e * = A = — In(0, 00673) = 5,00,

na precisdo de duas casas decimais. Como E[X]| = A, em média 5 particulas sdo emitidas por hora.

Sabemos que T ~ Exp()), de modo que a densidade de T é dada por fr(t) = 5e =5t parat > 0e fr(t) = 0,
set <O0.

Pela propriedade da perda de memoria da exponencial, temos que:
P(T >5/6|T >1/3)=P(T > 1/2)

= / 5¢75 dt = 0,08 = 8%.
1/2

SejaY = X;+...,+ X4 o nimero de particulas emitidas ao longo do dia. Sabemos que Y ~ Poi(5x24) =
Poi(120), porém é inviavel trabalhar com tal distribui¢do. Por isso, com base no TCL, a aproximamos
por uma v.a. Y, com distribuicio Normal de média u = A = 120 e variancia 02 = X\ = 120. Usando a
corregao para a continuidade, temos que:

P(Y <100) = (Y < 100,5)

- Y — 12 1 —12
zP(Y§100,5)P< 0 1005 O)

<
V120 V120
= ®(—1,78) = 1 — 0,9625 = 0, 0375.

wX1+(1—w) X, € ndo viesado se E[wX; +(1—w) X,
Entdo, temos que ElwX; + (1 — w)Xo] = wE(X
wX; + (1 — w)Xs é ndo viesado.

] = p. Por hipétese do exercicio E(X1) = E(X3) = p.
1) + (1 —w)E(X2) = wp + (1 —w)p = p. Logo,

A variancia de wX; + (1 — w)X, é dada por
_ _ B - o2 o2
V(w) = Var(wX; + (1 —w)X2) = w?*Var(X1) + (1 —w)*Var(Xy) = wzi +(1- w)Qg2

Igualando a zero a derivada dessa expressao com relagdo a w, conclui-se que Var(wX; + (1 —w)Xs) sera
minima se

dv ol o3
— =2w— —-2(1—w)— =0
dw ( ) n
ou equivalentemente se
_ 73
0% + O’% '

A garantia de que o ponto é de minimo esta no fato da segunda derivada ser sempre positiva:

&2V 2 2
=20 12% 5
dw n n



Q4) (a) Os extremos do Intervalo de Confianga serdo dados por:

4/50 £ 1,964/ %, ou seja

0,08 £ 0,0752 = (0, 0048; 0, 1552).

(b) Para que P[|p — p| < 0,05] =0, 95,
o tamanho amostral deve ser
n=(352)2p(1 - p)

Como p<0,15, podemos fazer

n=(§3%)2 x 0,15 x 0,85 = 195,92 ~ 196

(¢) p-valor=1-® (%) =1—®(0,28) = 0,3897. Com o p-valor tdo grande nado ha evidéncia para a
0.07%0.58

rejeicao da hipotese Hy.



