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Atencao: Nao serao aceitas respostas sem justificativa.

Resolver as questoes nos espagos apropriados.

Q1) Temos dois conjuntos de dados:

® T1,T2,..., Ty, de tamanho m, cuja média é 7 e cuja variancia é s2; e

® y1,Y2, ..., Yn, de tamanho n, cuja média é y e cuja varidncia é 53;
e eles foram unidos para formar um novo conjunto de dados x1, 2, ..., Tm, Y1, Y2, ---, Yn, de tamanho m + n, cuja média é z
e cuja variancia é s2.

(a) Calcule média e variancia do conjunto de dados: 0, 0, 0,0, 0, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1.

mI+ny
m—+n

(b) Prove que z =

2 _ (m=Ds24m(@—2)"+(n-1)s2+n(5-2)°
(¢) Prove que s7 = mtn—1

Sugestao: use as identidades: > 31" | (z; — 2)* = 20" (i —2+T—2)2 e Y0 (y; —2)> =2 (y; — 9+ 7 — 2)?
No 1° somatério faga a; = x; —Z e b = Z — z, ficando com Y_;, (a? 4+ b* + 2a;b).
Faga algo analogo com o 2° somatorio.

(d) Usando o que deve ser provado nos itens (b) e (c), recalcule a média e a varidncia do conjunto de dados do item (a).
Desta vez, divida os dados em um primeiro conjunto com as 5 primeiras observagoes e um segundo conjunto com as
7 ultimas observacoes.

Q2) Numa linha de produgéo se precisa estimar a proporgao de pecas defeituosas. Existem dois tipos de defeitos: A e B. Sejam
pa a proporgao de pegas que apresentam o defeito A e pg a proporgao de pegas que apresentam o defeito B. Deseja-se que as
estimativas nao se desviem das proporgoes verdadeiras, tanto para p4 quanto para pp, por mais de 0,08 com probabilidade
de 98%.

(a) Sem nenhum conhecimento prévio, quantas pecas se precisa examinar para satisfazer as exigéncias na estimativa da
proporg¢ao pa?

(b) Foi verificado que o tipo de defeito B afeta no méaximo 20% das pegas. Quantas pecas se precisa examinar para
satisfazer as exigéncias?

(c) Numa tnica amostra, quantas pegas se precisa examinar para se satisfazer as duas exigéncias conjuntamente, tanto
para p4 quanto para pg?

(d) Repita o que foi feito no item (c), porém agora sendo um pouco mais tolerante com a precisdo na estimagao de pa: o
erro absoluto deve ser menor que 0,12 com 95% de probabilidade

Q3) Os seguintes dados foram coletados de uma populagdo normal cuja média e varidncia sdo desconhecidas:
13,10,8,11,6,7,12,5,9

(a) Achar uma estimativa pontual da média e da varincia da populagao
(b) Qual é o intervalo de confianga de 90% para a média da populacao?

(¢) O intervalo de confianga de 95% para a média da populacao contem ou esta contido no intervalo de confianga de 90%?
Explique sua resposta.

(d) Se for testada a hipotese Hg : p = 11 contra Hy : u # 11 ao nivel de significancia a@ = 10% que deciséo sera tomada?
Q4) Um grupo de arqueodlogos propoe a teoria que o tamanho médio de cranios de seres humanos aumenta ao longo do tempo.

Medigoes precisas garantem que atualmente tal quantidade comporta-se conforme uma distribuicdo normal, de média
© = 140mm e desvio padrao de 26mm. Uma amostra de 30 crénios, datadas de 6.000 anos atras, foi observada, com um
tamanho médio de 131,37mm. Desejamos aferir a validade da teoria proposta, ou seja, verificar se no passado o tamanho
médio dos cranios era de fato menor. Para isso, queremos testar Hy : u > 140 contra H; : p < 140, admitindo que o desvio
padrao nao é afetado pela passagem do tempo.

(a) Diga, nesse contexto, o que significam os erros tipo I e II.

(b) Teste as hipoteses Hy contra Hy, ao nivel de significancia de 5%.

(c¢) Calcule o p-valor desse teste, explicitando o seu significado.
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Q2)
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(a)

Solucao

(m-+n)
7= 2usi %= T (5833
_oximm 22 (m+n)z _ 7-12x0,5833% _

s2 P | = X11 = 0,265
- m 1 %4 +Z 1% _ ma+ny
z= m+n = - m+n

S (@i—2)2 4300 (y—2)°
Si; - 2m+n—'}n : N (I) 5 m
Yty =2 =0 (i — e+ e —2)? =30 (2 - )+ m(E - 2)? 422 - 2) XL, (i — @)
E claro que este tltimo somatério é igual a zero, porque & = =i =1 %%
Entao, i~ (z; —:)2 (m _—21)590 + m(xQ— z)? - (I1)
Analogamente: >, (y; — 2)° = (n — 1)s; +n(y — z) (I11)

Substituindo (II) e (III) em (I), decorre imediatamente a expressao desejada.
Obs.: Na demonstragao foi usada a propriedade (a + b)? = a® + b* + 2ab.

No conjunto de dados héa 5 valores iguais a 0 e 7 valores iguais a 1. Portanto:

m=5 z=0, s2=0 n=7, y=1, 312}:0
Logo, m+n=12; z=2xX040xl — T — (), 583
83 _ 4><0+5><(0—7/125)1-;-S>1<0+7><(1—7/12)2 — 0,265

O erro absoluto maximo toleravel da estimativa é d=0,08. P(|p —p| < d) =0,98, 1 — a = 0,98, assim 1 — 5 =10,99.
Como ®(z) = 0,99, temos z—2,33. Como nao temos informagao alguma sobre p, utilizaremos p = 0,5 que maximiza
p(1-p) e calculamos o tamanho amostral:

2 2,33\
na=(5) pi-p) = (O’Og) 0,25 = 212,07 ~ 213

Se po for no méaximo 0,2, o tamanho amostral sera:

—(f)z (1—p) = (233 0.2 % 0.8 = 135, 72 o 136
np = d p p)= 0,08 ) y O — 9 ~

n = max(na, ng) = max(213; 136)=213

d _ (z (
ny =
=15 =8=92=_LY (2,-73)?2=L=75es5s=274
2.741,86] = [7,3;10,7], ja que to,955 = 1,86

) 0,25 = 96,04 ~ 97.  Assim, max(n%,ng) = max(97, 136) = 136.

81

[z — ts;o,gsﬁ, T+ t8;0,95ﬁ} =

Sendo o nivel de confianca maior, isso implica que o intervalo contem o intervalo anterior. Isso pode ser também
deduzido observando que g 95.8 < t0,975:8-

Como 11 nao pertence ao intervalo [7,3; 10,7], Hy deve ser rejeitada, ja que a distancia entre Z =9 e pg = 11 é maior
que a metade da amplitude do intervalo de confianga obtido no item (b).



Q4) (a) O erro tipo I representa rejeitar a hipotese nula quando ela é verdadeira. Nesse contexto, representa aceitar Hy, uma
nova teoria cientifica, quando ela, de fato, nao é verdadeira. Por outro lado, o erro tipo II representa nao rejeitar a
hipétese nula quando ela é falsa, ou seja, nao aceitar uma nova teoria cientifica quando ela é verdadeira. O erro tipo
I pode ser considerado mais grave pois aceitar uma nova teoria em detrimento de uma antiga, ji& bem consolidada,
potencialmente altera mais a perspectiva da realidade do que nao aceitar uma nova teoria.

(b) Denote por X a média amostral. Parece razoével rejeitarmos Hy se observarmos um valor suficientemente baixo .
para X. De fato, usemos o nivel de significAncia para encontrar tal valor:
0,05 = P(rejeitar Hy | Hy é verdade)
= P(X <z, | p=140)
B (X— 140 < Te— 140)
26/+/30 26/+/30
T. — 140
=P|lZ< ———,
< 26/+4/30 )
z. — 140
onde Z ~ N(0,1). Consultando a tabela, temos que =z = —zp95 = —1,65, de modo que z, =

26/v30 %

132,17mm. Como T = 131,37 < x., rejeitamos H ao nivel de significancia de 5%.

(¢) O p-valor é o menor nivel de significAncia para o qual a hipotese nula seria rejeitada, para aqueles dados observados.
Mais precisamente:

&=P(X <7 | p=140)

X — 140 T — 140
_P<26/m = 26/v30 | 1T 140)
= P(Z < —1,82)

—1-P(Z<1,82)
=1-0,9656
— 0,0344,

onde Z ~ N(0,1). Ou seja, o menor nivel de significAncia para o qual ainda rejeitariamos a hipotese nula ¢ de 3,44%.



