
















CAPÍTULO 5: 
VARIÁVEIS    ALEATÓRIAS   BIDIMENSIONAIS

“Todas as coisas aparecem e 
desaparecem por causa da concorrência 
de causas e condições. Nada nunca 
existe inteiramente só, tudo está em 
relação com todo o resto.”     
Buda, líder espiritual



Variáveis aleatórias bidimensionais
Em muitos experimentos estamos interessados em observar mais de 
uma características de um determinado fenômeno. Por exemplo, na 
fabricação de um certo tipo de papel podemos estar interessados na 
gramatura (g/m2) e na espessura (micra) do material produzido. 



Exemplo: Suponha que estamos interessados em estudar a composição de 
lotes de três peças quanto ao número de peças defeituosa, sabe-se que na 
linha de produção 10% das peças são defeituosas. Sejam as v.a.:

X = número de peças defeituosas entre as 3 selecionadas;

Y = 

Z = Número de vezes em que houve variação de qualidade, mudanças de      
D para P ou de P para D, entre as peças selecionadas dentro de um lote.
a) montar uma tabela relacionando resultados de Ω e as suas    

probabilidades com as v.a. X, Y e Z;
b) montar uma tabela de probabilidade conjunta, de dupla entrada,   

1,    se a primeira peça é defeituosa (D)

0,   se a primeira peça é perfeita      (P)





b) montar uma tabela de probabilidade conjunta, de dupla entrada,   
para os pares:   XY;  XZ e YZ 

Solução:
a)
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Exemplo 5.1 .- Defeitos em carros
� Os carros de uma determinada marca podem apresentar dois tipos de 

defeitos até a primeira revisão: Defeitos  graves (que comprometem o 
funcionamento) e defeitos menores (tais como defeitos de 
acabamento, e outros que não comprometam o funcionamento). 
Suponha que costumam ocorrer até 2 defeitos graves e até 3 menores, 
sendo que as probabilidades de ocorrência obedecem à tabela abaixo. 

Seja X a v.a que representa o  número de defeitos graves e 
Y a v.a. representando o número de defeitos menores. 

A Tabela abaixo mostra como se distribuem as probabilidades conjuntas 
p (xi , yj)   para os diferentes valores X e Y . Note que a soma de todas 
as probabilidades é 1as probabilidades é 1

� p(1,3) = P(X=1, Y=3) = 0,03
� P(X>Y) = p(1,0)+p(2,0)+p(2,1) = 0,15 +0,05 + 0,02 = 0,22    (22%)
� P(X=Y) = p(0,0) + p(1,1) + p(2,2) =  0,20 +0,08 +0,02 = 0,30

X Y P(X=xi)

0 1 2 3

0 0,20 0,20 0,14 0,06 0,60

1 0,15 0,08 0,04 0,03 0,30

2 0,05 0,02 0,02 0,01 0,10

P(Y=yj ) 0,40 0,30 0,20 0,10 1,00



Distribuições marginais
A partir da distribuição conjunta é possível determinar as suas 

distribuições individuais, que passam a ser chamadas de marginais.

Para calcular a probabilidade marginal relativa a um dado valor de 
X , mantemos fixo esse valor e somamos sobre todos os possíveis 
valores de Y. Procederemos analogamente se desejarmos obter a 
probabilidade marginal para um determinado valor de Y.

Sejam X e Y v.a.’s discretas com valores {x1, x2, x3,...}e{y1, y2, y3,...}, 
respectivamente,  e  com função de probabilidade conjunta 
p(xi , yj) = P(X=xi , Y=yj) . 

Sejam pX(xi ) = P(X=xi)   e pY(yj) =P(Y=yj) as correspondentes funções 
de probabilidade marginais de X e Y . 

Então  pX(xi ) =                  e      pY(yj) =  

No caso contínuo, define-se uma função de densidade marginal de 
maneira semelhante usando integrais ao invés de somatórios. 

Sejam X e Y v.a.’s  contínuas com função de densidade conjunta f  
e sejam fX e fY as funções de densidade marginais de X e de Y, 
respectivamente. Então,

fX(x) =                    e        fY(y) =       





Duas v. a. discretas através de um exemplo:

Suponha dois portos A e B cujas capacidades de atendimento 
diários são 2 e 3 navios por dia. Sejam X e Y as variáveis aleatórias 
que representam respectivamente  o número de navios atendidos 
diariamente em A e em B. Então, X pode assumir os valores 0,1,2 e 
Y os valores 0,1,2 e 3. Suponha também que a distribuição 
conjunta de X e Y é dada pela tabela abaixo:

0 1 2 3

0 0,01 0,05 0,05 0,04

Onde: o valor na  posição (i,j) mede a  probabilidade de que X=i e Y=j 
simultaneamente, onde i={0,1,2} e j={0,1,2,3}

� Sendo assim, qual a probabilidade de que,em um dia determinado:
a)O porto A não atenda navios?
b)O porto B use a  sua capacidade máxima de atendimento?
c) O porto A atenda mais navios que o porto B?
d)A soma de atendimento nos dois portos seja de, pelo menos,  4 

navios?

X 1 0,05 0,20 0,15 0,10

2 0,04 0,15 0,10 0,06



Solução:



Y 0 1 2 3 P(X=x)

0 0,01 0,05 0,05 0,04 0,15

X 1 0,05 0,20 0,15 0,10 0,50

Distribuição marginal 

X 1 0,05 0,20 0,15 0,10 0,50

2 0,04 0,15 0,10 0,06 0,35

P(Y=y) 0,10 0,40 0,30 0,20 1,00



Independência de Variáveis Aleatórias Discretas.

� Diz-se que as variáveis aleatórias X  e  Y  são 
independentes se: 
P[X = xi , Y = yj] = P[X = xi] . P[Y = yj]
para todo par (xi , yj) de valores de X  e  Y.

� Suponha que dois portos sejam suficientemente afastados 
de modo que a operação em um deles não exerce 
influência sobre a operação do outro. :

0 1 2 3 P(X=x)

0 0,015 0,060 0,045 0,030 0,15

X 1 0,050 0,200 0,150 0,100 0,50

2 0,035 0,140 0,105 0,070 0,35

P(Y=y) 0,10 0,40 0,30 0,20 1,00

Observe que agora o produto das marginais corresponde ao 
probabilidade conjunta 



























Independência de V. A. Contínuas.

� O conceito de  distribuição conjunta pode , naturalmente, 
ser estendido a variáveis aleatórias contínuas.   

� Definiremos a função de distribuição conjunta das v. a. 
contínuas X e Y como         F (x,y) = P(X ≤≤≤≤ x , Y ≤≤≤≤ y )

� Para definir o conceito de v. a. contínuas independentes � Para definir o conceito de v. a. contínuas independentes 
adotaremos a seguinte notação :  Se A = [a, b] 
escreveremos P( X ∈∈∈∈ A) para expressar     P(a ≤≤≤≤ X ≤≤≤≤ b). 

Definição :

As v. a. X1 , X2 , ... , Xn   são independentes se 
P(X1∈∈∈∈A1,. . . , Xn∈∈∈∈An ) = P(X1∈∈∈∈A1) P(X2∈∈∈∈A2 )…P(Xn ∈∈∈∈ An)
para quaisquer conjuntos  A1 , A2 , . . , An .

Este é um dos mais importantes conceitos em Estatística  
porque possibilita a sua aplicação em diversos tipos de 
problemas tanto práticos quanto teóricos.



Exemplo:

É sabido que a precipitação anual de chuva em uma dada 
região é uma variável  aleatória normalmente distribuída 
com média de 26,8 cm e desvío padrão de 2,6  cm.   
Determine a probabilidade de que em cada um dos três 
próximos anos a precipitação anual ultrapasse 32 cm.

Solução : Sejam X1 , X2 , X3 as variáveis aleatórias
representando  as precipitações anuais em cada um dos 
três próximos anos.  Cada variável terá distribuição normal 
com meda 26,8 cm e desvio padrão 2.6 cm. Podemos supor com meda 26,8 cm e desvio padrão 2.6 cm. Podemos supor 
independência de um ano para o outro. Assim , o que 
precisamos é calcular  

P(X1>32, X2>32,  X3 > 32) = P(X1>32  ). P(X2>32  ). PX3>32)          
=  {P(X1 > 32  )}3

�

P( X1>32) = = 0,0228

� Assim sendo ,  a probabilidade pedida é  (0,0228)3

32 26,8
1

2,6

− 
− φ 
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Soma de v. a.  normais independentes.

Os resultados acima são especialmentes importantes 
quando aplicados a variáveis normais independentes. 
Daremos o seguinte resultado sem demonstração.

Teorema: A soma de variáveis aleatórias  Normais 
independentes  é uma Normal.

Sejam X1, X2, ..., Xn variáveis aleatórias independentes 
Normalmentes distribuídas com E(Xi)=µi e Var(Xi) =σi2 e 
sejam a ,a ,...,a constantes, e seja Y=a X +a X ...+a X , 

i i i i
sejam a1,a2,...,an constantes, e seja Y=a1X1+a2X2...+anXn , 
então Y tem distribuição normal 
com média µY=a1µ1+a2µ2...+anµn e  
variância  σY2 = a12 σ12+a22 σ22+...+an2 σn2

Exemplo: Carga máxima num elevador. A carga máxima 
que um elevador suporta é 400 kg. Numa certa região, 
onde o elevador funciona, o peso das pessoas pode ser 
suposto como uma distribuição Normal com  média de 75kg 
e o desvio padrão  de 15kg. Supomos também que o peso 
de uma pessoa independe da outra. Deseja-se saber qual a 
probabilidade de com 5 pessoas o elevador não ultrapasse 
a carga máxima.



Exemplo:
Na fabricação de uma certa  peça, um eixo cilíndrico, com uma seção transversal 
circular deve-se encaixar num soquete circular . É sabido que as distribuições do 
diâmetro do eixo e do diâmetro do soquete são ambas Normais. Para  o diâmetro 
do eixo  a média é de 3,42 cm, com um desvio padrão de 0,01 cm. Para o 
diâmetro de  soquete, a média é 3, 47 cm,  com um desvio padrão de 0,02 cm.
Suponha que, para efeitos de montagem, as componentes das peças são 
selecionadas ao acaso, e que eles só se encaixam se a folga estiver entre 0,025 
cm e 0,100 cm. Qual a probabilidade do eixo  se encaixar no soquete? Suponha 
independência entre os diâmetros do eixo e do soquete.

� Solução .- Sejam X1 e X2 as v.a que representam, � Solução .- Sejam X1 e X2 as v.a que representam, 
respectivamente, os diâmetros do eixo e do soquete. 

Então X1 ~ N(  3,42 ;  0,012 )  e X2 ~N( 3,47 ; 0,022 ) . 
Seja Y =X2 – X1 .   Temos  µY = µ2 - µ1 = 3,47 – 3,42 = 0,05
� =             =  0,012 + 0,022 = 0,0005     e         = 0,0224
Portanto,  Y ~N( 0,05 ; 0,0005)
O eixo encaixará no soquete se  0,025 < Y < 0,100 . 
A probabilidade disto ocorrer é     
P(0,025 < Y < 0,1) =  0,856   
� Ou seja, aproximadamente 85,6% dos casos os componentes 

conseguem se encaixar. 



Teorema Central do Limite

Seja X1 , X2, X3 , ....uma seqüência de v.a.’s independentes 
identicamente distribuidas (iid)  cada uma com a mesma esperança µ

e a mesma variância σ2 . Seja Yn = X1 + X2 + ... + Xn . Então 
A distribuição de             =           tende à distribuição Normal padrão  
quando n        .

Este é um dos resultados mais importantes da Teoria das 
Probabilidades e mostra a importância da distribuição Normal. Com 
efeito, conforme este Teorema ,  independente de qual seja a 
distribuição original considerada, a distribuição da soma de quaisquer 

= 

distribuição original considerada, a distribuição da soma de quaisquer 
n variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuidas
tende a uma Normal, quando n tende a infinito. 

Ou seja, para n suficientemente grande, a distribuição da soma de 
quaisquer variáveis aleatórias iid pode ser aproximada pela 
distribuição Normal.

Em particular, quando a distribuição original das variáveis aleatórias 
iid já é Normal, sua soma é exatamente (e não apenas 
aproximadamente) Normal, para qualquer valor de n.



Exemplo: 
Cinqüenta números, que originalmente tinham várias casas decimais, 
depois de arredondados, passaram a ter apenas duas casas decimais. 
Admita-se que os erros individuais de arredondamento são 
independentes e podem ser modelados como uniformes no intervalo 
(- 0,005; + 0,005)

a) Qual a probabilidade de que a distância (módulo da diferença) 
entre a soma dos números já arredondados e a soma dos números 
originais seja maior que 0,03?
b) Qual o valor da constante c para que essa distância seja maior que b) Qual o valor da constante c para que essa distância seja maior que 
c com apenas 1% de probabilidade?

� Solução.- Denotemos por Xi a variável aleatória que representa o 
i-ésimo erro de arredondamento  ( i = 1,2,3,..., 50). Sabemos que as 
Xi’s são v.a.’s iid com distribuição U(-0,005 ; +0,005). Portanto, para 
todo i ,   E(Xi ) = µ = 0   e  Var(Xi ) = σ2 = 0,012/12 .  
a)  Seja   Y =         ;   então  E(Y) = 50µ = 0    e  

Var(Y) = 50 σ2 =  4,1667×10-4 ,   donde DP(Y)= 0,0204



Exemplo:
Y é a v.a. que representa a diferença entre a soma dos 
números já arredondados e os números originais.  Pelo Teorema 
Central do Limite ( TCL)  ,  Y tem , aproximadamente, uma 
distribuição normal com média 0 e desvio padrão 0,0204 .

� Assim, a probabilidade pedida é P(|Y|> 0,03 ) = P (|Z| >         ) =   

P( |Z|> 1,47) = 2( 1 - Φ(1,47) ) = 2(1 – 0,9292)=0,1416  (14,16%) 

b) Deseja-se determinar o valor de c tal que  P(|Y| > c) = 0,01 .
Temos,   P(|Y| > c) = 0,01     P(|Z|>        ) = 0,01, então Temos,   P(|Y| > c) = 0,01     P(|Z|>        ) = 0,01, então 

2(1 - Φ(       ) ) = 0,01

Φ(       )  =  1  - 0,01/2 =  0,995,  então          =  2,575   

Então,   c = 0,05253 ≈  0,053.

Portanto, o valor de c é aproximadamente de 0,053 para que a 
probabilidade do valor absoluto da diferença entre a soma dos valores 
arredondados e a soma original  ser maior do que c  seja de 1%. 









Propriedades das medidas de centralidade, de dispersão e 
de interdependência –
Algumas propriedades da esperança, da variância, etc.

Pode-se provar que a esperança, a variância, a covariância, e outros conceitos 
similares do Cálculo de Probabilidades gozam de várias propriedades, entre as quais 
estão as seguintes (enunciadas de maneira informal):

a) A esperança da soma é igual à soma das esperanças, i.e., .
b) A esperança de constante vezes variável é igual à constante vezes a esperança da 

variável, i.e., .
c) Se as variáveis são independentes(*), a esperança do produto é igual ao produto das 

esperanças, i.e., .
d) Existe uma relação entre a esperança e a variância de uma variável X, a saber, 

var(X) = .
e) A variância da soma é igual à soma das variâncias mais duas vezes a covariância, 

)Y(E)X(E)YX(E +=+

)X(Ec)Xc(E ⋅=⋅

)Y(E)X(E)XY(E ⋅=

(((( ))))[[[[ ]]]] (((( ))))222
E(X))E(XE(X)XE −−−−====−−−−

e) A variância da soma é igual à soma das variâncias mais duas vezes a covariância, 
i.e., .

f) A covariância é igual à esperança do produto menos o produto das esperanças, i.e., 
.

g) A variância de constante vezes variável é igual à constante ao quadrado vezes a 
variância da variável, i.e., .

h) A variância da soma é igual à soma das variâncias, i.e., , se as variáveis X e Y são 
independentes(*). 

i) Se X1,X2,...,Xn são variáveis aleatórias com E(Xi)=µi ,  Var(Xi) =σi2 e sendo ai 
constantes, então E(a1X1+a2X2...+anXn) = a1µ1+a2µ2...+anµn; ; 

j) Se alem disso X1,X2,...,Xn são variáveis aleatórias independentes, então  
Var(a1X1+a2X2...+anXn) = a1 σ12+a2 σ22+...+an σn2

k) O módulo do coeficiente de correlação entre X e Y é menor ou igual a 1, i.e., .

)Y,X(Cov2)Y(Var)X(Var)YX(Var ++=+

)Y(E)X(E)XY(E)Y,X(Cov ⋅−=

)X(Varc)Xc(Var 2=⋅

)Y(Var)X(Var)YX(Var +=+

1Y)ρ(X, ≤




