CAPITULO 4
FUNCAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

Conceitos a serem introduzidos neste capitulo:
Funcdo de uma v.a. discreta
Funcdo de uma v.a.continua.
Esperanca e varidncia de uma funcdo de uma variavel aleatoria
Propriedades da esperanca, da variancia e do desvio-padrao




e Se X ~N(u. ¢%), ao fazermos a transformacio Z = (X—u)/s. obtemos uma nova variavel

aleatoria que tem distribuicdo Normal Padrao.
e Av. a. Z¢uma funcido de X. Nesta situacido a funcdo de densidade foi facilmente obtida

visto que ela é um caso particular do modelo Normal, em que p=0e o’ = 1.

e Existem outros casos um pouco mais complexos. Suponha, por exemplo, que o didmetro D

de um rolamento (em mm) ¢ uma v.a. cuja funcao de distribuicdo ¢ conhecida. Entio o
3
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volume do rolamento, V = HT ¢ também uma v.a. cuja funcdo de distribuicdo podemos

determinar a partir do conhecimento da distribui¢ao correspondente a D.

e Mais geralmente, se X ¢ uma v.a. ¢ Y=H(X), entdo Y ¢ também uma v.a. Nosso objetivo é
determinar a distribui¢do de Y quando a de X € conhecida.

Figura 4.1 A varidvel aleatoria Y vista como uma funcio composta de H com X



4.3 Esperanca e variancia de uma funcio de uma variavel aleatoria

Uma vez conhecida a lei de probabilidade de Y, a sua esperanca e a sua variancia podem
também ser determinadas, bastando para isso que apliquemos as defini¢oes desses conceitos.

O proposito desta sub-se¢do ¢ exibir um caminho para que a esperanga € a variancia de
Y possam ser calculadas diretamente a partir do conhecimento da funcdo H e da distribuigao de
probabilidade de X.

Se X € uma v.a. discreta com fungao de probabilidade p(x;)=P(X=x;) e Y=H(X), entdoa
esperanca ¢ a varianciade Y sdo dadas por :

E(Y) =EMHX))= XiHx)p(x;)
Var(Y) = Var(H(X)) = X;(H(x;) — E(H(X)))? p(x)
Ou equivalentemente : Var(Y) =Var(H(X))= Y. (H(x;))?p(x;) — (E(HX)))?
Se X € uma v.a. continua, com funcio de densidade £, e se Y=H(X), entao
E(Y) = EHX) = [, HEOf(x)dx
Var(Y) = VarH(X)) = [~ (H(x) — E(H(X)))? f(x)dx
Ou equivalentemente : Var(Y) = Var(H(X))= fj:m(H(X))Ef(X)dX — (E(H(}{)))2




Exemplo: Numa revendedora de carros.

Augusto é o gerente de uma revendedora de carros. Toda semana ele tem 5 carros para venda. Se
ele vender até dois carros, ndo ganha qualquer adicional ao seu salario; porém se ele conseguir

vender 3 ou mais carros, ganha um prémio igual de RS 500.00 por cada carro vendido. Suponha
que as chances de venda dos diversos carros sao independentes e que a probabilidade de cada

carro ser vendido ¢ 0.6. Determine o valor esperado, a variancia e o desvio-padrio do prémio
semanal a ser recebido por Augusto.

Solucdo:
Temos
E(Y)=%2_,0.p(k) + ¥2_.500k.p(k) = 0+ 1500p(3) + 2000p(4) + 2500p(5) =
— 1500x0.3456 + 2000x0.2592 + 2500x0,0778 = 1.231.30 reais.

Logo, espera-se que o prémio semanal de Augusto esteja ao redor de RS 1.231,30.

Para Var(Y), procedemos calculando inicialmente o primeiro termo do lado direito da 2*
exXpressio, isto €,

YL (HE))2p(k) = 02 (p(0)+p(1)y+p(2)) + 15002p(3) +20002p(4)+2500%p(5) = 2.300.650

Dai, Var(Y)=2.300.650 —(1.231,3)* = 784.550,31 e DP(Y) = \/784.550,31 = 883,75
reais.

Observe que o prémio de Augusto € bastante variavel. Se aceitarmos que uma variagdo de + 2
desvios padrdo com relagdo & média € bem provavel, Augusto pode ganhar desde zero até cerca
de 3000 reais com alta chance.



Exemplo 4.9: Preco de um cabo de aco (cont.)

Voltemos ao cabo de ago do Exemplo. Determine o valor esperado e o desvio-padrio do prego
desse cabo.
Solucao:
Vimos que para a v.a. Y, preco do cabo,
P(Y =200,00) =P(X = 2180) = 0,8849
P(Y=120,00)=P(2130 <X < 2180) =0,1144
P(Y =0,00)=P(X < 2130)=0,0007

Logo, E(Y) = 200x0,8849 + 120x0,1144 + 0x0,0007 = 190.7.

Para a variancia temos:
Var(Y) = (200°x0,8849 + 120%x0,1144 + 0°x0,0007) — (190,7)* = 568.9

Dai, DP(Y)=23.9

Portanto, o preco médio dos rolos € de RS 190.70, com desvio padrao igual a RS 23,90.



4.4 Propriedades da esperanca, da variancia e do desvio-padrao
Agora temos condi¢des de apresentar algumas interessantes propriedades das medidas de
centralidade e de dispersdo de uma variavel aleatéria. Algumas dessas propriedades serdo aqui

demonstradas, porém, para simplificar, as demonstragdes serdo feitas apenas para o caso
continuo.

1 - Esperanca e varidncia de uma constante

Se ¢ € uma constante, E(c) =c¢ e Var(c) = 0.

2 - Linearidade da esperanca

Seja X uma v.a. continua , com densidade f, e seja Y =aX +b para a, b reais. Entao,
E(Y) = E(aX+b) = aE(X)+b

Com efeito,

E(X+b) =/ (ax+b)f(x)dx=a ) xf(x)dx+b [ f(x)dx =aEX)+b
Porque a primeira integral € igual a E(X) ¢ a segunda igual a 1.
No caso particularem que b=0, E(aX)=a E(X)



J - Relacio entre esperanca e varidncia

Seja u=E(X), finita. Entao:
Var(X)= E(X*) — p?

O resultado deriva da prépria defini¢do de Var(X) porque
Var(X) = |~ (x— w)?* fx)dx = E{(X - py’}

Usando as propriedades das integrais e da esperanca temos:
E{(X-w?} =EX* 2pX+p)=E(X*) - 2uE(X) + n* =E(X?)-2p* +p® =E(X?) —p?

4 - Variancia de aX + b
Se a.breais. Var(aX+b) = a?Var(X)
Com efeito,
Var(aX+b)=E[{(aX+b)— E(aX+b)}?] = E[{aX+b—-aE(X)-b}?]=

=E[(aX—ap)’] =a’ E{(X - )’} = a*Var(X)

5 - Desvio padriode aX + b

Se a, b reais, a70 .,
DP(aX +b) = [a|]DP(X) (Corolario do resultado anterior)




Exemplo 4.10: Média e variancia da v.a. padronizada.
SejaX umav.a. com E(X)=p e Var(X)= o’ (finita), e seja Z =(X-u)/c. Entio:
1 1
E(Z)=E(X-w/o)=-EX-w)= —{EX)-pu} =0 ¢
Var(Z) =Var{(X-n)/c} = Ji Var(X-p) = f Var(X) = 1




CAPITULO 5:
VARIAVEIS ALEATORIAS BIDIMENSIONAIS

Conceitos a serem introduzidos::

> Distribuicdo conjunta bivariada

> Funcao de probabilidade conjunta de um vetor aleatério discreto
> Funcdo densidade conjunta

> Distribuicdes marginais

> Covariancia e Coeficiente de correlacao

> Independéncia de Variaveis Aleatdrias
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Variaveis aleatorias bidimensionais

Em muitos experimentos estamos interessados em observar mais de
uma caracteristicas de um determinado fendmeno. Por exemplo, na

fabricacao de um certo tipo de papel podemos estar interessados na
gramatura (g/m?2) e na espessura (micra) do material produzido.

Se (X,Y) € uma variavel aleatéria bidimensional, entdo a cada elemento ® do espago
amostral Q corresponde um unico ponto de coordenadas (X(®), Y(®)), situado no plano a
duas dimensdes, como na Figura 5.2 a seguir.
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Figura 5.2 — Uma v.a. bidimensional, seu dominio e seu contra-dominio



Exemplo: Suponha que estamos interessados em estudar a composicao de
lotes de trés pecas quanto ao numero de pecas defeituosa, sabe-se que na
linha de producao 10% das pecas sao defeituosas. Sejam as v.a.:

X = numero de pecas defeituosas entre as 3 selecionadas;
v I, seaprimeira peca ¢ defeituosa (D)
0, se aprimeira peca ¢ perfeita  (P)
Z = NUmero de vezes em que houve variacao de qualidade, mudancas de
D para P ou de P para D, entre as pecas selecionadas dentro de um lote.
a) montar uma tabela relacionando resultados de Q2 e as suas

probabilidades com as v.a. X, Y e Z;
b) montar uma tabela de probabilidade conjunta, de dupla entrada,

para os pares: XY; XZeY.Z x [ 0 7 = 3

Solucso: Q |Prob. | X Y Z P(X=x)| 0.729]0.243 0‘{;2'- 0.001

- “Lp[DDDloool| 3 1 0
DDP|0.009| 2 1 1 |
DPD[0009] 2 1 2 v 0 [ 1
PDD 0,009 2 0 1
PDP | 0,081 1 0 2 z 0 1 2
PPD 0081 1 0 1 P(Z=z) || 0,730 | 0,180 | 0,090
PPP [0.729] 0 0 0




b)

Y X[ 0 1 2 3 Z\X]| 0 1 2 3
0 0.729 | 0.162 | 0.009 | 0,000 0 0,729 1 0,000 | 0,000 | 0,001
1 0,000 | 0,081 | 0,018 | 0,001 1 0,000 10,162 ] 0,018 0,000

ﬁ 2 0,000 | 0,081 | 0,009 | 0,000

Z\Y 0 1
0 0,729 | 0,001
| 0,090 | 0,090
2 0,081 | 0,009

a) montar uma tabela relacionando resultados de Q2 e as suas
probabilidades com as v.a. X, Y e Z;
b) montar uma tabela de probabilidade conjunta, de dupla entrada,

para os pares: XY; XZeYZ. ~ T o : - 3

Solucso: o Q Pmb X Y Z PX=0)| 0.729]0.243] 0.027[0.001
- - D|DDD|0.,001| 3 1 0
DDP | 0,009 2 1 1
DPD | 0,009 2 1 2 y 0 | 1
— "=y) | 0.900 | 0,100
DPP |0.081| 1 T 1 P=y)
PDD |0.009| 2 0 1
PDP | 0,081 ] 1 0 2 z 0 1 2
PPD | 0.081 1 0 1 P(Z=z) || 0,730 0,180 0,090
PPP |0.729] © 0 0




5.1. Variaveis aleatorias bidimensionais discretas.

Comecaremos estudando o caso em que ambas as v.a.’s , X e Y , sdo discretas.

Suponha a v.a. discreta X assumindo os valores X; ,X;.X;,..¢ av.a discreta Y
assumindo os valores v, v2 . ¥5 . ... Assim sendo, os valores que a v.a. bidimensional
(X,Y) pode assumir sdo da forma (x; , ;).

Diremosque p (X;, ;) =P(X=%; Y =y; ) define a funciio de probabilidade conjunta
da v.a. bidimensional discreta (X,Y) se:

a)p (xi,y;) =0 paratodo par (i, ])
b) Ei,jp(xi: Fj) =1

Observagao: A notagdao P(X=x;, Y=y;) significa P(X=x; ¢ Y=y;), ou seja,

representa uma intersecio.




Exemplo 5.1 .- Defeitos em carros

o Os carros de uma determinada marca podem apresentar dois tipos de
defeitos até a primeira revisao: Defeitos graves (que comprometem o
funcionamento) e defeitos menores (tais como defeitos de
acabamento, e outros que nao comprometam o funcionamento).
Suponha que costumam ocorrer até 2 defeitos graves e até 3 menores,
sendo que as probabilidades de ocorréncia obedecem a tabela abaixo.

Seja X a v.a que representa o numero de defeitos graves e
Y a v.a. representando o nimero de defeitos menores.
A Tabela abaixo mostra como se distribuem as probabilidades conjuntas
p (X;, y;) para os diferentes valores X e Y . Note que a soma de todas
as probabilidades é 1

X Y P(X=x,)
0 1 2 3

0 0,20 | 0,20 | 0,14 | 0,06 | 0,60

1 0,15 | 0,08 | 0,04 | 0,03 | 0,30

2 0,05 | 0,02 | 0,02 | 0,01 0,10

P(Y=y;) | 0,40 | 0,30 | 0,20 | 0,10 | 1,00

o p(1,3) = P(X=1, Y=3) = 0,03
o P(X>Y) = p(1,0)+p(2,0)+p(2,1) = 0,15 +0,05 + 0,02 = 0,22 (22%)
o P(X=Y) = p(0,0) + p(1,1) + p(2,2) = 0,20 +0,08 +0,02 = 0,30



Distribuicoes marginais

A partir da distribuicao conjunta é possivel determinar as suas
distribuicoes individuais, que passam a ser chamadas de marginais.

Para calcular a probabilidade marginal relativa a um dado valor de
X , mantemos fixo esse valor e somamos sobre todos os possiveis
valores de Y. Procederemos analogamente se desejarmos obter a
probabilidade marginal para um determinado valor de Y.

Sejam X e Y v.a.’s discretas com valores {X;, X5, X5,...3€{Y1, Y2, Y3,-+- 5,
respectivamente, e com funcao de probabilidade conjunta

p(Xi / Y_]) = P(X=Xi / Y=Yj) .

Sejam py(Xx; ) = P(X=x;) e py(y;) =P(Y=y;) as correspondentes funcoes
de probabilidade marginais de X e Y .

Entdo py(x ) = ZP(K-UF;} e pyly;) = ZP(}‘:UFJ}
Wi i

No caso continuo, define-se uma funcao de densidade marginal de
maneira semelhante usando integrais ao invés de somatorios.

Sejam X e Y v.a.’s continuas com fungao de densidade conjunta f
e sejam fy, ef, as funcoes de densidade marginais de X e de Y,
respectivamente. Entao,

L=

o0 = [_Tena o gy = e

A



5.4 .- Calculo das medidas de centralidade e de dispersao a partir
da distribuicao conjunta

Conhecida a distribuigdo conjunta de duas variaveis aleatorias e
possivel obter a esperanca, a variancia e o desvio-padrao de cada uma
das v.a’s., sem necessidade de se obter previamente as
distribuicoes marginais.

Caso discreto :

E(X) =) ) %pey)  ; Var(X)=) ) x¥p(xy) - EQP
1 ] '
E(Y) ZZZFi p(x;, ;) ;  Vvar(Y) =ZZ vy p(x,y;) — (EW))




Duas v. a. discretas através de um exemplo:

Suponha dois portos Ae B Cl.cllj_as capacidades de atendimento
diarios sdao 2 e 3 navios por dia. SejJam X e Y as variaveis aleatorias
3ue representam respectivamente o numero de navios atendidos

iariamente em A e em B. Entao, X pode assumir os valores 0,1,2 e
Y os valores 0,1,2 e 3. Suponha também que a distribuicao
conjunta de X e Y & dada pela tabela abaixo:

0 1 2 3
0 0,01 0,05 0,05 0,04
X 1 0,05 | 0,20 0,15 0,10
2 0,04 | 0,15 0,10 0,06

Onde: o valor na posicao (i,j) mede a probabilidade de que X=i e Y=j
simultaneamente, onde i={0,1,2} e j={0,1,2,3}
o Sendo assim, qual a probabilidade de que,em um dia determinado:
a) O porto A nao atenda navios?
b) O porto B use a sua capacidade maxima de atendimento?
c) O porto A atenda mais navios que o porto B?

d) A soma de atendimento nos dois portos seja de, pelo menos, 4
navios?



Solucao:

a) P[X=0] = P[X=0,Y=0] + P[X=0,Y=1] + P[X=0,Y=2] + P[X=0,Y=3]
0.01 + 0.05 + 0.05 +0,07 = 0.15

b) P[Y=3] = P[X=0,Y= 3]+P[x 1,Y=3] + P[X=2,Y=3] + P[X=3,Y=3]
0.04 + 0.10 + 0.06 = 0.20

c) P[X>Y] = P[X=1,Y=0] + P[X=2,Y=0] + P[X=2,Y=1] =
0,05 + 0,04 + 0,15 = 0,24

d) P[X+Y=4] = P[X=1,Y=3] + P[X=2,Y=2] + P[X=2,Y=3] = 0,10 + 0,10
+ 0,06 = 0,26

Usando este mesmo exemplo podemos introduzir mais alguns conceitos:

- Distribuicdo marginal de X (ver altima coluna, onde cada valor
corresponde a soma das probabilidades naquela linha)

- Distribuicdo marginal de Y (ver dltima linha, onde cada valor
corresponde a soma das probabilidades naquela coluna)




Distribuicao marginal

Y 0 1 2 3 | P(X=x)
0| 001 | 005 | 005 | 0,04 | 0,15
X | 1] 005 | 020 | 015 | 0,90 | 0,50
2 | 004 | 015 | 010 | 0,06 | 0,35
P(v=y) | 010 | 0,40 | 0,30 | 0,20 | 1,00




Independéncia de Variaveis Aleatorias Discretas.

o Diz-se que as variaveis aleatorias X e Y sao
independentes se:
PIX=x;,Y =y;] =P[X=x].PLY =y;]
para todo par (xi, yj) de valores de X e Y.

o Suponha que dois portos sejam suficientemente afastados
de modo que a operacao em um deles nao exerce
influéncia sobre a operacao do outro. :

0 1 2 3 | P(X=x)
0 | 0,015 | 0,060 | 0,045 | 0,030 | 0,15
X | 1] 0,050 | 0,200 | 0,450 | 0,100 | 0,50
2 | 0,035 | 0,140 | 0,105 | 0,070 | 0,35
P(Y=y) | 0,0 | 040 | 030 | 0,20 | 1,00

Observe que agora o produto das marginais corresponde ao
probabilidade conjunta




5.6. Variaveis aleatorias independentes.

Sabemos, do capitulo 1, que dois eventos A e B sdo independentes se
P(A nB)=P(A)P(B).

Portanto podemos dizer que duas variaveis aleatorias X e Y sdo independentes se, para
quaisquer dois conjuntos de nimeros reais, A ¢ B,

P(XeA,YeB) =P(X e A)P(Y ¢ B)

Se, em particular, A = (—w ,x ), B =(—w, y) , dizemos que duas variaveis aleatdrias sio
independentes se

P(X=x,Y=Sv)=P(X=x)P(Y=v), parax e vreais .



Caso discreto:

No caso de X e Y serem discretas a definicao de independéncia de X e Y segue a
linha da defini¢do de dois eventos independentes. Com efeito, se A={X=x;} e B=
{Y=y;} entdao A mn B ={X=x;, Y=y;}. Desta maneira, diremos que:

Asv.a.’s discretas X e Y sdo independentes se para todo par (X; , y;) de valores

possiveisde (X, Y) se verifica:
P(X=x;, Y=y;) = P(X=x;). P(Y=yj),
ouseja, P(Xi.yj) = Px(Xi)-pv(¥))-

Exemplo 5,10: Imoveis a venda (Duas v.a.’s discretas independentes)

Considere a populacdo de todos os apartamentos que, em determinado dia, estejam
anunciados para venda no sife de uma imobiliaria. Sejam X e Y, respectivamente, o
numero de vagas de garagem ¢ o nimero de varandas correspondentes a um apartamento

anunciado nesse sife.

X Y P(X=x))
0 1 2
0 |020 0,15 0.15] 0,50
1 016 012 0.12]| 0.40
2 1004 003 0,03] 0,10
0,40 0,30 030 1,00
P(Y:}'j]u

px(0).pv(0)= 0,50x0,40 = 0,20 = p(0,0)
px(1).p¢(0) = 0,40%0.40 = 0,16 = p(1.0)
px(1).py(1)= 0,4x0.30 = 0,12=p(1.1)

Cinerlwinvs eofo e neshe v o ¥ e wenideri sleadioes inemendnintey,
Tabey migrn Trews v, Temin, 250mn apeviementing, S nidependdnme s o ubnees
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5.7 Covariancia e Correlacao
Até agora consideramos medidas de centralidade ou de dispersdo relativas somente as

distribuicdes marginais. A seguir veremos alguns parametros que medem a
interdependéncia de duas variiveis aleatéorias. Uma delas € a covariancia entre Xe Y

Sejam X e Y duas variaveis aleatdrias. Suponha que tanto as suas esperancas E(X) = uy e
E(Y) = u, como as suas variancias Var(X) e Var(Y) todas elas existem e sio finitas. Entao

a Covariincia entre X e Y ¢ dada por :

Cov(X)Y) = E[(X=p; )(Y = py)]
e ¢ também finita.

Uma expressdo alternativa para a Covariancia € :
Cov(X)Y) = E(XY) — py py

Esta definicdo é valida tanto para o caso discreto quanto para o caso continuo.

E[(X— px (Y= uyp) H(XY Xy ux Y +uxlty) = E(XY)—UvE(X)—1E(Y) s uy=E(XY)—ix Uy




Propriedades da Covariancia

1) Cov(X.Y) pode ser positiva, negativa ou nula.
2) Cov(X.X) = Var(X)
J3) Se X e Y sdo v.a independentes, entao
E(XY)=E(X)E(Y) e, conseqiientemente, Cov(X,Y)=0
4)Var(X+Y)=Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X.Y)
5) Var(X+Y)=Var(X) + Var(Y), se X e Y sdo independentes
6) Cov(aX +bY, ¢X +dY) =ac Var(x) + bd Var(Y) + (ad+bc) Cov(X.Y)

Nota: A reciproca da propriedade 3 nao € verdadeira, isto €, podemos ter Cov(X,Y) =0
sem que X e Y sejam independentes.

Outro parametro que mede a interdependéncia entre duas variaveis aleatorias € o
coeficiente de correlacio.

Seja (X.Y) uma variavel aleatdria bidimensional. Suponha que E(X) = uxe E(Y) = uy
existem e que Var(X) e Var(Y) sdo finitas e ndo nulas. O coeficiente de correlaciio
entre X e Y, que denotaremos por p(X,Y), € definido como
E[(X—px) (Y—py)] _ Cov(X.Y)

DP(X)DP(Y) o Oy

PXY) =

Nota: Se ndo houver duvidas quanto as variaveis envolvidas podemos denotar o
coeficiente de correlacao simplesmente por p.



Propriedades do Coeficiente de Correlacio:

1) O coeficiente de correlagao € adimensional.
2) Pode-se demonstrar que -1 =p =1

J) Se X e Y sdo v.a.’s independentes, p(X.Y)=0.
(Este resultado deriva do fato de que, neste caso, Cov(X.Y) = 0).
4) Se X e Y sdoduasv.a.’stais que Y = aX +b, a ¢ b constantes reais, a0, entdo
p(X)Y) = 1 ,se esomentesea=0 e
p(X.Y) =—1 ,seesomentesea=<0.

Nota: A reciproca da propriedade 3 ndo € verdadeira, isto €, podemos ter p(X.Y) =10 sem
que X e Y sejam independentes.

O resultado acima mostra que o coeficiente de correlaciio é uma medida do grau de
linearidade da relaciio entre asv. a.’s X e Y. Quanto mais préximo p estiver de +1 ou
de — 1, maior sera este grau de linearidade.

Além disso, p = 0 indica que ha uma tendéncia a que X e Y crescam conjuntamente;
enquanto que um valor p < 0, sinaliza para umatendénciade Y decrescer a medida que X
aumenta.

E importante salientar também que um valor de p proximo de zero nio significa
necessariamente a auséncia de uma relaciio entre X e Y. Este fato indica apenas que a
relagdo, se existir, nio é linear. Isto porque, como vimos anteriormente, Cov(X,Y) = (
nio implica em independéncia entre X e Y.



Obs.:

1.Note que se a unidade de medida da v.a. X € u, e a unidade de medida dav.a Y € uy,
entdo a covaridncia entre X e Y se expressa na unidade u.u,. J4 o coeficiente de
correlagdo ¢ adimensional.

2.Além disso, enquanto a varidncia em principio pode assumir qualquer valor real, o
coeficiente de correlagdo esta restrito ao intervalo [-1.1].

3.Sendo assim, se (X.Y) e (V,W) sdo duas v.a.’s bidimensionais, ndo ¢ possivel comparar
Cov(X,Y) (expressa em uyuy) com Cov(V,W) (expressa em u.uy). Ja p(X.Y) e p(V,W)
podem ser comparados entre si.



CAPITULO 6
VETORES ALEATORIOS MULTIDIMENSIONAIS

Concettos € resultados a serem apresentados neste capitulo:
Vetores aleatorios n-dimensionais, discretos e continuos

Independéncia de n variaveis aleatorias
Propriedades adicionais da esperanca € da variancia
Soma de n Variaveis Aleatorias Independentes
Combinacdo Linear de n Normais independentes
Teorema Central do Limite

Aproximacdes Normais para Binomial, Poisson.

Na fabricacdo de laminas de aco o interesse do fabricante pode estar centrado nas seguintes variaveis:
conteudo de carbono(%), de manganeés(% ). de silicio (%), de fosforo(%s), de enxofre(%), de cromo (%) e
desgaste quimico (g/m?).

Neste caso existiriam sete variaveis aleatorias, X, X;... . X5, observadas simultaneamente. O vetor (X;.
X7. ... . X7), formado por essas sete variaveis, € um exemplo do que se denomina variavel aleatdria
multidimensional ou vetor aleatorio multidimensional e dizemos que X;. X;... ¢ X7 1ém uma distribuicdo

conjunta.




CAPITULO 6
VETORES ALEATORIOS MULTIDIMENSIONAIS

Concettos € resultados a serem apresentados neste capitulo:
Vetores aleatorios n-dimensionais, discretos e continuos

Independéncia de n variaveis aleatorias
Propriedades adicionais da esperanca € da variancia
Soma de n Variaveis Aleatorias Independentes
Combinacdo Linear de n Normais independentes
Teorema Central do Limite

Aproximacdes Normais para Binomial, Poisson.

“Vivemos numa realidade multidimensional, simultaneamente economica,
psicologica, mitologica, sociologica, mas estudamos estas dimensoes
separadamente, ¢ ndo umas em relacdo com as outras. O principio de
separacdo torna-nos talvez mais licidos sobre uma pequena parte separada
do seu contexto, mas nos torna cegos ou miopes sobre a relacdo entre a
parte e o seu contexto.

Edgar Morin, filésofo



6.1 Distribuicao Conjunta

Os conceitos vistos no capitulo 5 para uma variavel aleatoria bidimensional podem ser estendidos ao caso
de uma v.a. multidimensional.

Vetores aleatorios multidimensionais discretos e continuos
Funcdes de probabilidade. de densidade e de Distribuicio Acumulada conjuntas

Dizemos que (X;. X,. ... .X,) € um vetor aleatério n-dimensional discreto se C; (€ R) € o conjunto
(enumeravel) de valores da v.a. X, para todo 1 = 1.2....1n. e existe uma funcao p:C;X...XC, — . chamada
funcdo de probabilidade conjunta de (X; . X. ... .Xp). tal que:

(a) p(Xi...Xp) = P(X; =Xy.... X, = Xy) = 0. para todo vetor (X;...X,) € C; X...XC,
(b) Zx, ec, - Zxgec, PXy, - Xp) = 1.

Dizemos que (X; , X», ... .X;,) € um vetor aleatério n-dimensional continuo se existe uma funcado nao
negativa f , definida no espaco n-dimensional, R". chamada de func#o de densidade de (X; .X,. ... .X,)ou
funcdo de densidade conjuntade X; . X;. ... .X,, , tal que, para toda regido R n-dimensional contida em R",

P[(X12 X2 o X R]= [oon o (%0,%5, o0, Xp) dXydX; ... dXp
A funcdo facima deve ser nao negativa e tal que
o0
f_ f_m o J_ F(X1,%Xz, oo, Xp)dX dXp .. dXy = 1

Tanto no caso discreto como no caso continuo, a funcio de distribuicdo acumulada conjunta de
(X;.Xs. ... Xy éeF: R" — R definida como

F(W\,L\,W X2, . KH) P(Xl =X1 . X_'Z =X3 :----Xn =Xp ) E
para quaisquer X . X3, ... .X, do conjunto dos nimeros reais.




As funcdes de probabilidade (no caso discreto) e de densidade (no caso continuo), tanto as marginais como
as condicionais, e também as esperancas e variancias condicionais sdo definidas e obtidas de modo analogo
ao que foi visto no caso bidimensional (Ver Capitulo 5).

Por exemplo, se (X;. X, . X3) é uma v.a. tridimensional continua, com densidade conjunta f. entio:

« A densidade marginal de X; ¢
i) = [, S, B, %0, %5) dxpdxg
« A densidade conjunta de_(X;, X3) &

f13(x1.%3) = f_mm f(%1,%2,%3) dxp . efc.

» A densidade condicional de (X, . X5 Jdado X;=%x; &

fixy . Xa.%5)
f(x; . X3fx;) = ﬁ se fi(x))=0
« A densidade condicional de X, dados X;=x; e X;=x; ¢
f(%,.%2.%3)

f(xs | X.%3) = se f13(X1, X3) = 0

fia(xyxz)
« A esperanca condicional de X, dados X;=x; e X;=X;3 ¢
E(Xa[x1.%3) = E:Kz f(x21%1,%3) dx;
- A esperanca e a variancia de X3 sdo, respectivamente:
E(X;) = fm f_mm f_zf“ia f(x1, X3, X3)dx; dx; dxz
Var(Xs) = fi} f_mm f_:ﬂm(?ia — E(X3))? f(X1,%p, X3)dx; dx, dx;



6.4 Soma de Varidveis Aleatorias Independentes

No Capitulo anterior vimos que em alguns casos a soma de duas variaveis aleatorias independentes, de
distribuicio conhecida, resulta em uma nova variavel cuja distribuicio também é conhecida. Assim, vimos
que a soma de duas variaveis aleatorias independentes com distribuicdes de Poisson de parametros A, e Az
¢ uma nova variavel aleatoria, tambeém com distribuicdo de Poisson e de parametro A; + As.

Exemplo_5.15: Soma de duas v.a’s Poisson’s independentes

Sejam X ~ Poisson (A;) e Y ~ Poisson(A,) , variaveis aleatorias independentes, e seja
Z=H(X)Y)=X+Y.
Determine a fungao de probabilidade de Z .

Solucao:

Dado que X e Y assumem valores inteiros ndo negativos, Z assumira também valores
inteiros ndo negativos. Temos, para um dado valor k de Z, sendok=0,1.2,... :

P(Z=k) = P(X+Y=k) =YF ,PX =k —i, Y =1)

Sabemos que X e Y sdo independentes, portanto:

R S ey e |
P(Z-K)= XX P(X =i, Y=k —)=3K ;P =DP(Y=k—) =Tk, =2 ¢ U:EI _
e_(l1+12] k k! C ki B B e—{?—.1+}-_2} )
- k! i=0 il (k—i)! }“II?L’Z l LDgD > P(Z—k) BT (hl + }”2) :

Pela formula do Bindmio de Newton, vemos que o somatério acima € igual a (&, + A,)x.
o que implica que Z~ Poisson( A;+A,).

Neste Capitulo esses resultados serdo estendidos ao caso da soma de n variaveis aleatorias independentes.



Neste Capitulo esses resultados serdo estendidos ao caso da soma de n variaveis aleatorias independentes.
Novos casos semelhantes serdo apresentados além de outras propriedades impotrtantes envolvendo somas de
varias variaveis aleatorias independentes, entre as quais estd o Teorema Central do Limite.

Distribuicao das || v.a.’s | Distribuicao da Soma das n v.a.’s
independentes originais independentes
X;~Bemoulli(p),i=1,....n Y =)L, X; ~Binomial(n,p)
X, ~ Binomial(n,, p), i=1, .... k Y =21 X; ~Binomial(m.p).
onde m=YX ; n;
X; ~ Geométrica(p), i=1,....n Y =X, X; ~Pascal(n.p)
X; ~ Poisson(%,), i=1, ....n Y =21 X; ~Poisson(.),
onde A=), %
X;~Exponencial(®). =1, ....n Y =X)i,X; ~Gama(n,2)




Independéncia de V. A. Continuas.

o O conceito de distribuicdo conjunta pode , naturalmente,
ser estendido a variaveis aleatorias contlnuas

o Definiremos a funcao de dlstrlbmgao conjunta das v. a.
continuas X e Y como F(xy)=P(X<x,Y<y)

o Para definir o conceito de v. a. continuas mde endentes
adotaremos a seguinte notacao: SeA =[a, b
escreveremos P( X € A) para expressar P(a <X <b).

Definicao :

Asv.a.X1,X2,...,Xn sao mdependentes se
P(XleAI, . neA ) = P(X P(XzeAz) P(X, € A,)
para quaisquer conjuntos li }-\ .

Este € um dos mais importantes conceitos em Estatistica
porque possibilita a sua aplicacao em diversos tipos de
problemas tanto praticos quanto teéricos.



Exemplo:

E sabido que a precipitacao anual de chuva em uma dada
regido é uma variavel aleatoria normalmente distribuida
com média de 26,8 cm e desvio padrao de 2,6 cm.
Determine a probabllldade de que em cada um dos trés
proximos anos a precipitacao anual ultrapasse 32 cm.

Solucao : Sejam X, , X,, X; as variaveis aleatorias
representando as preC|p|tagoes anuais em cada um dos
tres proximos anos. Cada variavel tera distribuicao normal
com meda 26,8 cm e desvio padrao 2.6 cm. Podemos supor
mdependenma de um ano para o outro. Assim, o0 que
precisamos e calcular

P(X,>32, X,>32, X; > 32) = Pga(&3§ %2 §)}(3>32 ). PX;>32)
1

32-26,8
2,6

P( X,>32) = 1—4{ j = 0,0228

o Assim sendo, a probabilidade pedida é (0,0228)3



Soma de v. a. normais independentes.

Os resultados acima sao especialmentes importantes
quando aplicados a variaveis normais independentes.
Daremos o seguinte resultado sem demonstracao.

Teorema: A soma de variaveis aleatorias Normais
independentes € uma Normal.

Sejam X1, X2, ..., Xn variaveis aleatorias independentes
Normalmentes distribuidas com E(X;)=p; e Var(X;) =o;2 e
sejam a,,a,,...,a, constantes, e seja V=a1X1+a2X2...+anXn ,
entao Y tem distribuicao normal

com média py=a ;4 ,+a,H,...+a M, €

variancia o2 = a,? 0,2+a,? 0,2+...+a,2 0,2

Exemplo: Carga maxima num elevador. A carga maxima
que um elevador suporta € 400 kg. Numa certa regiao,
onde o elevador funciona, o peso das pessoas pode ser
suposto como uma distribuicao Normal com meédia de 75kg
e o desvio padrao de 15kg. Supomos também que o peso
de uma pessoa independe da outra. Deseja-se saber qual a
probabilidade de com 5 pessoas o elevador nao ultrapasse
a carga maxima.



Exemplo:

Na fabricacdo de uma certa peca, um eixo cilindrico, com uma secao transversal
circular deve-se encaixar num soquete circular . E sabido que as distribuicdes do
diametro do eixo e do diametro do soquete sao ambas Normais. Para o diametro
do eixo a média é de 3,42 cm, com um desvio padrao de 0,01 cm. Para o
diametro de soquete, a média é 3, 47 cm, com um desvio padrao de 0,02 cm.
Suponha que, para efeitos de montagem, as componentes das pecas sao
selecionadas ao acaso, e que eles sb se encaixam se a folga estiver entre 0,025
cm e 0,100 cm. Qual a probabilidade do eixo se encaixar no soquete? Suponha
independéncia entre os diametros do eixo e do soquete.

o Solugao .- Sejam X; e X, as v.a que representam,
respectivamente, os diametros do eixo e do soquete.

Entao X; ~ N( 3,42 ; 0,012) e X, ~N( 3,47 ; 0,022).

SejaY =X, -X; . Temos Py =4, -H4; = 3,47 - 3,42 =0,05

o Py=0+¢ = 0,012+ 0,022 =0,0006 e Or=0,0224
Portanto, Y ~N( 0,05 ; 0,0005)

O eixo encaixara no soquete se 0,025 <Y < 0,100 ..

A probabilidade disto ocorrer €

P(0,025 <Y < 0,1) = 0,856

o Ou seja, aproximadamente 85,6% dos casos 0s componentes
conseguem se encaixar.




Teorema Central do Limite

Este € um dos resultados mais importantes da Teoria das
Probabilidades e mostra a importancia da distribuicao Normal. Com
efeito, conforme este Teorema , independente de qual seja a
distribuicao original considerada, a distribuicao da soma de quaisquer
n variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
tende a uma Normal, quando n tende a infinito.

Ou seja, para n suficientemente grande, a distribuicao da soma de
quaisquer variaveis aleatorias iid pode ser aproximada pela
distribuicao Normal.

Em particular, quando a distribuicao original das variaveis aleatorias
iid ja € Normal, sua soma € exatamente (e nao apenas
aproximadamente) Normal, para qualquer valor de n.



Exemplo:

Cinglenta numeros, que originalmente tinham varias casas decimais,
depois de arredondados, passaram a ter apenas duas casas decimais.
Admita-se que os erros individuais de arredondamento sao
independentes e podem ser modelados como uniformes no intervalo
(- 0,005; + 0,005)

a) Qual a probabilidade de que a distancia (moddulo da diferenca)
entre a soma dos numeros ja arredondados e a soma dos numeros
originais seja maior que 0,037

b) Qual o valor da constante c para que essa distancia seja maior que
c com apenas 1% de probabilidade?

o Solugao.- Denotemos por X, a variavel aleatdria que representa o

i-ésimo erro de arredondamento (i =1,2,3,..., 50). Sabemos que as
X's sao v.a.’s iid com distribuicao U(-0,005 ; +0,005). Portanto, para
todoi, E(Xj)=wn=0 e Var(X;) = s2 =0,01%/12 .
a) Seja Y =ZX* ; entdo E(Y) =50u=0 e

i=1

Var(Y) = 50 62 = 4,1667x10% , donde DP(Y)= 0,0204



Exemplo:

Y é a v.a. que representa a diferenca entre a soma dos
nimeros ja arredondados e os numeros originais. Pelo Teorema
Central do Limite ( TCL) , Y tem , aproximadamente, uma
distribuicdo normal com meédia 0 e desvio padrao 0,0204 .

L, g

o Assim, a probabilidade pedida € P(|]Y|> 0,03 ) =P (|Z]| > 5oz ) =

P(1Z|>1,47)=2(1-®(1,47)) = 2(1 - 0,9292)=0,1416 (14,16%)

b) Deseja-se determinar o valor de c tal que P(]Y| >c¢) = 0,01 .
Temos, P(|Y| >c)=0,01 P(|Z|>——) = 0,01, entdo
2(1 - @ Lw’_:m) ) = 0,01

G _ _ _ ~ c
(mm) = 1 -0,01/2 = 0,995, entao 0200

00202

= 2,575
Entao, c¢ = 0,05253 = 0,053.

Portanto, o valor de c € aproximadamente de 0,053 para que a
probabilidade do valor absoluto da diferenca entre a soma dos valores
arredondados e a soma original ser maior do que c seja de 1%.



6.7 Aproximacao de diversas Distribuicoes pela distribuicio Normal

Na secdo 6.4 vimos que, em muitos casos de interesse, a distribuicio de probabilidade da soma
denv.a.’s independentes depende da distribuicao de probabilidade de cada uma das n parcelas:

e Umav.a. comdistribuicdo Binomial(n.,p) pode ser considerada como uma soma de n v.a.’s
independentes com distribuicdo de Bernoulli(p)

e Uma v.a. com distribuicdo Pascal(n,p) pode ser considerada como uma soma de n v.a.’s
independentes com distribuicdo Geometrica(p)

e Uma v.a. com distribuicdo Poisson(i) pode ser considerada como uma soma de n v.a.’s
independentes com distribuicdo Poisson(2;), onde A =) 1 4 .

¢ Uma v.acom distribuicio Gama(n, A) pode ser considerada como uma soma de nv.a.’s com
distribuicdo Exponencial(A).

Uma conseqiiencia destas associacdes € do Teorema Central do Limite € que, quando

n — o, as distribuicdes dessas variaveis, que podem ser vistas como somas de n v.a.’s

independentes, se aproximam da distribuicio Normal.
6.7.1_Aproximacio da distribuicio Binomial pela Normal
Seja X uma variavel aleatoria com distribuicio Binomial de parametros n € p, portanto

EX) =np e DPX) = /np(1—p) . Como X ¢ a soma de n v.a.’s com distribuicio de
Bernoulli(p). entdo, pelo Teorema Central do Limite: 7 —_ X0
4 np(1-p)

tem distribuicio aproximadamente Normal padronizada, se n for suficientemente grande.

Obs.: a aproximacdo da Binomial por uma Normal funciona tanto melhor quanto mais o p se
aproxima de %2. Assim, a titulo de regra pratica, recomenda-se usar a aproximacido da Binomial

por uma Normal somente quando np(1-p) = 3.



Correcio de Continuidade:

Caso se deseje calcular Pla < X < b], onde a € b sdo numeros inteiros, como se trata de
aproximar uma distribuicio discreta (Binomial) por uma continua (Normal), convém introduzir,
antes de mais nada, uma correcdo: subtrair ¥: de a € somar Y2 a b. Seja W ~ N(np: np(1-p)).
Temos entao

P@<X <b)=P(a—; <W <b+ )

ynp(1=g) Jnp(1-p)

- _1
Padronizando: Pa=X =b)= @ (b"g—np)_ o (ﬂ)

Tambem temos:

N 1y b+%—np
P(X<=b) = P(Wf-_:bJrE) = @(w—f,m)

g/

1
~ B Bl M
PXza)=P(Wza-1)=1-0 (w,m)
Como a v.a. original € discreta, faz sentido calcular a probabilidade (ndo nula) de X serigual a
uma constante a:

1
a—-—np

1
P(X:a)EP(a—i{_:WizaJri):@(M)_@( 2 )

Jnp(1=p) ynp(1-p)



Por que € importante fazer a correcdo acima indicada?

Para melhor entender esse ponto, suponhamos, por exemplo, que X ~ Binomial(30; 0.4)
0 N0sso objetivo seja calcular

P[10<X <15|=P[X =10]+P[X =11]+ P[X =12]+ P[X =13]+ P[X =14]+P[X =15]

Aqui temos media =np =30 X 0,4 =12 e vanancia =np(l-p) =30x0.4x 0,6 =7,2.

Sabemos que a distribuicdo de X ¢ Binomial(30; 0.4)

Ela pode ser aproximada por uma Normal(12; 7,2). ]

Também sabemos que, por ser a Normal uma distribuicio continua, a probabilidade de qualque:

ponto particular vale zero.

Seja W~ N(np: np(1-p). Entdio P(W=10) = P(W=11) = ... = P(W=15) = 0.
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Propriedades das medidas de centralidade, de dispersao e
de interdependéncia —

Algumas propriedades da esperancga, da variancia, etc.

Pode-se provar que a esperanga, a variancia, a covariancia, e outros conceitos _
similares do Calculo de Probabilidades gozam de varias propriedades, entre as quais
estao as seguintes (enunciadas de maneira informal):

a) A esperanca da soma € igual a soma das esperancas, i.e., . E(X+Y)=E(X)+E(Y)

b) A esperanga de constante vezes variavel € igual a constante vezes a esperanga da
variavel, i.e., .E(c- X) = c-E(X)

C) Se as variaveis sdo independentes(*), a esperanga do produto é igual ao produto das
esperancgas, i.e., . E(XY) — E(X) . E(Y)

d) Existe umajrelacdo entre a esperanca ¢ a variancia de uma variavel X, a saber,
var(X) = El{X—E(X) 2]= EX?) - (EX))

e) A variancia da soma € igual a soma das variancias mais duas vezes a covariancia,
i.e., .Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y)+2Cov(X,Y)

f) A covaridncia € igual a esperanca do produto menos o produto das esperancas, i.e.,
. Cov(X,Y) =E(XY)-E(X)-E(Y)

g) A variancia de constante vezes variavel € igual a constante ao quadrado vezes a
variancia da variavel, i.e., .Var(c - X) = ¢*Var(X)

N) A varidncia da soma é igual a soma das variancias, i.e., , se as varidveis X e Y sdo
independentes(*). var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)

1) Se X1,X2,...,Xn sdo varidveis aleatorias com E(X;)=y; , Var(X;) =02 e sendo ai
constantes, entao E(a;X;+a,X,...+a X,,) = a;g;+asd,...+a H,;

j) Se alem disso X;,X5,..., X, sdo varidveis aleatorias independentes, entdo
Var(a1X1+a2X2...+aan5 = a, 0,°+a, 0,%+...+a, 0,2

k) O méddulo do coeficiente de correlagdo entre X e Y é menor ou igual a 1, i.e., .

p(X,Y)| <1






