CAPITULO 3
VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

Conceitos e resultados a serem apresentados neste capitulo:

Funcdo de densidade de uma variavel aleat6ria continua

Funcdo de distribuicdo acumulada de uma variavel aleatdria continua
Media Populacional ou Esperanca de uma variavel aleatoria continua
Variancia, desvio padrao e coeficiente de variacao de uma v.a. continua
Quantil de uma distribuicao de probabilidade continua

Quartis e Distancia Interquartil de uma variavel aleatoria continua

Familias de Distribuicdes continuas: Uniforme, Exponencial, Gama, Normal
Confiabilidade

A curva Normal — Padronizacdo — Normal Padrao

Uso da Tabela da Normal



3.1- O Coceito de Variaveis Aleatdrias Continua

Ao contrario do que ocorre com as variaveis discretas, cujos valores podem ser obtidos por
um processo de enumerag¢ao ou contagem, os valores de uma variavel continua sao em geral

oriundos de uma medicao.
Sao exemplos de varidveis aleatdrias continuas:
*O tempo que um operario gasta para executar uma determinada tarefa
*A duracao de uma lampada
*O diametro de um rolamento
*A intensidade de uma corrente elétrica

Observe que em todos esses casos, embora possa ser determinada uma unidade de medida
(minutos, horas, milimetros, amperes), é possivel imaginar a variavel assumindo qualquer
valor igual a uma fracao da unidade adotada.

Mesmo sendo expressas em uma determinada unidade (o que poderia ser interpretado
como uma discretizacao) é muito mais adequado, do ponto de vista matematico, tratar cada
variavel mencionada acima como uma variavel que pode assumir todos os valores reais em
algum dado intervalo, isto &, cada uma delas varia continuamente.

Devido a natureza continua de X nao podemos mais atribuir uma probabilidade diferente a
cada valor possivel da variavel. Entretanto, podemos definir uma probabilidade para um dado
intervalo, ou seja, P(a £ X < b) para dois niimeros reais a e b(a<b).

Isto é conseguido substituindo a funcao de probabilidade p por uma fungéo f,
chamada funcao de densidade de X, ou simplesmente, densidade de X.




2.3.1 Distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatdria continua

Note a semelhanca com a definicao de funcao de probabilidade de uma v.a.
discreta, onde a soma é agora substituida por uma integral.

Dizemos que X é uma variavel aleatdria continua se existe uma funcao f, chamada funcao
de densidade de X satisfazendo as seguintes condicoes:

1. f(x) >0 paratodo x real
+ 00
2. Jr—n:,: f{'l'-::l d'x =1
3. Para quaisquer a, b reais (a<b), P(a<X<b) = f f{I}dI

f(x)

(A area total sob a curva é 1)

Vemos que P(a<X<b) é dada pela area sob a curva compreendida entre as retas x=a e x=b



A probabilidade de qualquer valor particular de X E’ nula. Com efeito, o evento
{X=a} pode ser expresso como {a<X<a}, e P(X=a)= fﬂ flx)dx =o.

Isto também pode ser explicado dizendo que a area de um segmento de reta é 0.

Este fato nao é tao simples de se compreender na pratica.

Por exemplo, em uma turma de estudantes podemos facilmente
encontrar mais de um aluno com estatura igual a 1,70 m (170 cm), o que
parece sugerir que a probabilidade da v.a. X (estatura) ser exatamente
igual @ 170 cm nao é nula. Entretanto temos de lembrar que a estatura
esta sendo expressa em centimetros. Se fosse usado um instrumento de
medicao com a precisao em mm, talvez essas estaturas nao fossem
mais as mesmas. Podemos ter um aluno com 169,8 cm e um outro com
170,1 cm, por exemplo.

O que ocorre é que, quando afirmamos que a estatura de um aluno € de 170
cm, 0 que queremos dizer € que ela esta no intervalo 169,5 < X =170,5, cuja
probabilidade pode ser maior do que zero.

Se X é uma v.a. continua e se a e b sdo numeros reais tais que a <b,

P(a< X <b) = P(a< X < b) = P(a< X <b) = P(a< X <b)



Exemplo 3.1: Tempo de vida de um equipamento eletrénico

O tempo de vida (em anos) de um equipamento eletronico de determinado tipo pode ser expresso
por uma v.a. continua X, cuja funcio de densidade ¢

1 | o
J—exp(—x l parax = 0 Z S
flx)= 2 A _
{Oﬁ para x <0 - P{0,5-X<1,5)
Determine a probabilidade de que o equipamento dure:

a) mais de 3 anos; i
b) entre 6 ¢ 18 meses.

Solucio:
Primeiramente, vamos verificar que a funcdo dada ¢ uma legitima funcdo de densidade. Notemos
que f(x) = 0 para todo x real e que

I f)dx = ffm Odx + Jf%e‘_""":dx =1

a)P(X=3) = [lewrdx = €77 = 0,2231
Isto quer dizer que aproximadamente 22,3% dos equipamentos deste tipo duram mais de trés anos.

b) Como a unidade de medida € um ano. a probabilidade pedida é

151
P05 <X <15 =Jos 38 ““dx= 052 _ 152 =0,3064

Aproximadamente em 30,6% dos casos, o tempo de vida do equipamento varia entre 6 ¢ 18 meses.
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3.2 - Distribuicao Acumulada (FDA) de uma v.a. continua X

A definicao € a mesma que foi usada para uma v.a discreta.
F(x) = P(X £ x), para todo niumero real x .

O que muda é a forma de calculo e o aspecto do grafico da FDA.
Se X é uma v. a. continua, com funcao de densidade f, sua Funcdo de Distribuicdo Acumulada

FDA) é:

F(x) = J:,: flt)dt | paratodo x real .

A FDA de uma variavel aleatdria continua possui muitas das propriedades da FDA
de uma variavel aleatdria discreta. A diferenca é que no caso continuo o grafico de F nao
é uma “funcao escada”, mas uma fun¢ao continua.

Propriedades da Funcao de Distribuicao Acumulada F para uma variavel aleatoria continua

a) Fe uma funcao continua.

b) Fé uma funcao nao decrescente, ouseja, x <y implicaF(x) < F(y);
c) lim, . F(x) =0;

d) lm, ,, Flx) =1

e) Sea<hbh, Pla<X<b] = F(b) — F(a)



Exemplo 3.2: De novo, o tempo de vida de um equipamento eletronico

Ao calcularmos a FDA da v.a X do Exemplo 3.1 observamos que :|

Y (X1 —¢j2 : x/2
by Sex>0, F(x)=J.0dt+ )77 dt=1-¢" ,sex>0

0,se x<0 5
Em resumo F(Xx) = o u
“.se x 20

04 06 08 10

l—-¢

02

A0

Note que as probabilidades ali obtidas podem ser recalculadas usando a FDA.
P(X>3)=1-P(X<3)=1-F3)=1-(1-¢**)= ¢ =0,2231

ﬁﬁﬁﬁﬁ



Em algumas situagdes, as probabilidades podem ser obtidas sem necessidade de integragao.

Exemplo 3.3: Erros de arredondamento

Quando niimeros reais sdo arredondados para os inteiros que lhes sdo mais proéximos, os erros de
arredondamento assumem valores entre -0,5 ¢ +0,5. Além disso, dado um sub-intervalo qualquer
[ = (a.b) contido no intervalo [-0,5; +0.5]. a probabilidade de que o erro de arredondamento X

pertenca a I deve ser proporcional a sua amplitude (b — a). Podemos entido considerar que esse
erro X se comporta como uma variavel aleatoria continua cuja funcao de densidade ¢

fix)

1’ SE - 0$5 i: X i: 0$5 l
f(x) = 1) eemm— ‘
(%) 0, casocontrario 5

-0.5 05

Vejamos qual € a fungdo de distribuicdo acumulada.
Sex=-05, f(x)=0 e F(x)=[f0a=0
Se 05<x<05,f(x)=1 e F(x)=/0dt+ [ .dt=x+0,5

Sex>05, fx)=0 e F)=/ln 0.dt+ [odt+ f0.dt =1

-0.5 0.5



Em algumas situagdes, as probabilidades podem ser obtidas sem necessidade de integragao.

Exemplo 3.3: Erros de arredondamento

Quando niimeros reais sdo arredondados para os inteiros que lhes sdo mais proéximos, os erros de
arredondamento assumem valores entre -0,5 ¢ +0,5. Além disso, dado um sub-intervalo qualquer
[ = (a.b) contido no intervalo [-0,5; +0.5]. a probabilidade de que o erro de arredondamento X
pertenca a I deve ser proporcional a sua amplitude (b — a). Podemos entido considerar que esse
erro X se comporta como uma variavel aleatoria continua cuja funcao de densidade ¢

fix)
1. se -0.5<x<0.,5 1
f(};:) ~ lo. casocontrario |77
-0.5 05 x
F(x)
Vejamos qual € a fungdo de distribuicdo acumulada. .
0, se x < —05
l05+%.  se=0.5<% <0.5
F(X) ~ ¢05+X, se—0,5 <x <0,:
1 §e X >0,5




A relacio entre as funcoes f e F relativas a uma v.a. continua

Como vimos, o valor F(x) ¢ obtido integrando a funcdo f entre —o0 ¢ X . Da mesma forma,
podemos obter f(x) derivando F(x) com relacédo a x.

Seja F a FDA de uma v.a. continua com densidade f. Entdo, f(x)=— F (x)
para todo x no qual F seja derivavel.

Exemplo 3.4: Segue o tempo de vida de um equipamento eletrénico

Consideremos a funcao F obtida no Exemplo 3.1.

Se x<0, F(x) =0 e portanto , f(x) = —U =0 - P(0,5 X 1.5)

—-x2 1 -3
Sex>0, Fx)=1-e%* e f(X)ZEH‘e i

Notemos que F nio é derivivel no ponto x=0. Neste ponto o valor de f poderia ser fixado
arbitrariamente sem alterar as probabilidades, ja que a probabilidade de qualquer ponto particular ¢
zero. Assim obtemos a funcéo de densidade do exemplo 3.1, onde consideramos, por conveniéncia,

£0) = 1/2.



3.3 Medidas de Centralidade e de Dispersiao de uma V. A. Continua

As medidas de centralidade que serdo aqui apresentadas sdo a esperanca (ou média, ou valor
esperado) ¢ a mediana de uma variavel aleatéria continua X. Como medidas de dispersio (ou de
variabilidade), consideraremos a variancia, o desvio-padrio e a distancia interquartil.

As defini¢des sdo semelhantes as do caso discreto, sendo que as somas sdo substituidas por
integrais.

Seja X uma variavel aleatdria continua com funcao de densidade f.
A esperanca de X € definida e calculada como
pT e I
E(X) e j_x If:_.k'_lﬂ.‘(:
desde que a integral seja absolutamente convergente , ou seja, desde que
s il B0 Y e
)_..1XIf{x)dx < oo
Se essa ultima integral € finita, a variancia de X ¢ definida e calculada como
e f ey
Var(X) = J-z [¥ = B fx)dx.
Diremos que Var(X) ¢ finita se essa integral € convergente.

A variancia também pode ser calculada pela expressio

Var(X) = J-ec X3 f(X)dx = [E(X)]

-
-




Exemplo 3.5: Tempo de vida de um equipamento eletronico (cont.)
Para a v.a X do Exemplo 3.1 temos :
E(X)= J_.x.0dx +fy Ij,_i.f-"x"':dx = 2 (ap6s integracio por partes)

Ou seja, o equipamento dura em média 2 anos.

0 0 0 -X
| 1— fix)dx= | x0dx+ | x2.0dx + | 1—— /}d:x 8 (apods integragdo por partes)
—‘f:f_ — o0 — o

Logo, Var(X)=8 -2 =4 anos’. Dai, DP(X) =2anos ¢ CV(X)=1.

Exemplo 3.6: Erro de arredondamento (cont.)

Para a variavel aleatoria X do Exemplo 3.3,
0,5

0.5 <2
E(X) = | \t(ﬁdl— | Xdl—T

_“*-‘ d

= 0

0,5
(Observacio: A integral foi calculada entre -0.5 e +0.5 porque, para os outros valores de x, a funcéo

de densidade € nula.)

+or 05 3
Ja que .‘ X2 fix)dx= | x- dX:T

—0 . b Al
0.5 05

1 1 0
Var(X)= - 0°= - = DPX)= ﬂ'; = 0,289 .

Aqui o coeficiente de varia¢do nio existe porque E(X) = 0.



Interpretacao fisica da média e da variancia de uma v. a. continua

Por analogia com o caso discreto, a média ou esperanca de X pode ser interpretada como sendo a
abscissa do centro de gravidade da distribui¢do de probabilidade representada pela funcao £, vista
aqui como se fosse uma distribuicdo continua de massa. E novamente por analogia com o caso
discreto, poderiamos pensar na varidncia como sendo o momento de inércia da distribuicio
continua de massa representada pela funcdo de densidade f com respeito a um eixo vertical que
passa pelo seu centro de gravidade.

Visualizacao geométrica dos conceitos de média e variancia

Uma vez que o comportamento de uma variavel aleatéria continua X € basicamente caracterizado
por sua funcdo densidade f, como o aspecto visual do grafico da f pode nos ajudar a interpretar os
conceitos de média e variancia de X?

Geometricamente, diremos que:

e Quanto mais a direita estiver o centro de gravidade da f no grafico, maior serd a média da
variavel considerada;

¢ Quanto mais espalhado (disperso, aberto) for o grafico da f com relaciio a sua média,
maior sera a variancia da variavel considerada.



Exemplo 3.7: O visual da densidade, da média e da variancia

As Figuras a seguir nos mostram, respectivamente, como ficaria o grafico de:

(a) Trés funcoes densidade com a mesma variancia € médias diferentes
(b)  Trés funcoes densidade com a mesma média e variancias diferentes

0.30
|

%
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0.00
L1

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15

No Caso(a):
E facil ver que essas trés curvas sdo exatamente iguais 3 menos de uma translacao. Por isso, todas
clas tém a mesma variancia, embora suas médias sejam diferentes.

No Caso(b):

Essas trés curvas t€ém todas elas 0 mesmo centro de gravidade, E(X)=4. Porém em termos de suas
dispersdes em torno da média elas niio sio iguais. Por isso, todas elas tém a mesma média,
embora suas variancias sejam diferentes.



Algumas observacdes importantes sobre Quantis:

1.A mediana de X ¢ uma medida de centralidade . Ela € o ponto que divide em duas partes iguais
(equiprovaveis) uma distribuicdo de probabilidades.

2. A distancia interquartil . ¢ uma medida de dispersio.

J.Quando se divide a distribuicio de probabilidade em partes percentuais, os divisores
correspondentes sdo chamados de percentis. Assim ., o 10° percentil ¢ &y; . o
25° percentil é q = 5. € assim por diante.

4.Um caso particular, que abrange muitas das situagdes de maior interesse pratico, € aquele em que
X € uma v.a. continua cuja FDA, F, ¢ uma funcdo estritamente crescente. Neste caso £, 0 seu
quantil q, ¢ tal que F(£,) = q. Conseqiientemente, para uma tal variavel aleatéria X, temos:

F(u(X) = 0,25, F(qxX))=0,50 ¢ F(qa(X))=0,75

5.0s quantis sdo de uso importante num ramo da Estatistica chamado Estatistica niio paramétrica.



Exemplo 3.8: Tempo de vida de um equipamento eletrénico - Determinacao dos quartis

Ja que, para a v.a X do Exemplo 3.1, F € estritamente crescente,

temos:
¢ ( 'Kj\n
F(q,(X))=1-exp —13: : ‘:(LS
q.(X)
— _hi ~=In(0,5)=-0,693 = q,(X)=L39

Analogamente encontramos: q;(X)=0,58. q3(X)=2.77 ,DIQ(X)= 2.19

[sto quer dizer que:

e metade dos equipamentos desse tipo duram no maximo 1,39 anos (ou seja, 1 ano e 5 meses
aproximadamente).

o 50% desses equipamentos tém seu tempo de vida entre 0,58 anos e 2,77 anos (ou s¢ja, entre
7 meses € 2 anos € 9 meses aproximadamente).



3.4 Alguns dos modelos continuos mais importantes

O modelo Uniforme Continuo

Dados os nimeros reais a € b (a <<b), diz-se que variavel aleatéria X tem distribuicao uniforme

no intervalo [a.b], se sua funcdo de densidade (f) ¢ dada por

[ 1 o
.sea=x=b
f(x)= “b—a

{ (), cazo contrario

Prova-se também que E(X)=(a+b)/2 e Var(X)=(b-a)¥12.

‘ 0, sex=a

X - - -

A funcéo de distribuicio acumulada é;: F® = ‘ b2 sea=x=b
1, sex =D

Para indicar que X segue o modelo uniforme continuo no intervalo [a,b] escrevemos X ~ U (a, b).

a b - a b

Figura 3.8 A densidade e a FDA da Uniforme[a.b]




Observacio:
Notemos que se X ~ Ula ,b], entdo para qualquer subintervalo [c.d], onde a=c<d=b, P(c=X=d) ¢ a
: : d=c¢
mesma para todos os subintervalos que tenham o mesmo comprimento. De fato, P(c=X=d)=—,

: : . b-a
que depende somente do comprimento (d — ¢) do subintervalo € ndo de seus limites.

Exemplo 3.9: Novamente o erro de arredondamento

E facil ver que a varidvel X = erro de arredondamento considerada nos exemplos 3.3 e 3.6 segue
uma lei de probabilidade Uniforme no intervalo [— {:}15;05] .

Conseqiientemente, vemos que, por exemplo:
P(—0,2 =X=0)=P(0,1 =X=<0,3)=0,2.

Observacio:

Escolher ao acaso um ponto P dentro de um intervalo [a.b] € o mesmo que dizer que a coordenada
X do ponto em questdo € uniformemente distribuida sobre [a,b]. Por este motivo, a distribuigdo
uniforme continua tem um papel de destaque na conceituacdo do que seja um gerador de nimeros
aleatorios, ferramenta fundamental da metodologia de Simulagio por Monte Carlo.



Exemplo 3.10: Esperando o 6nibus

Helena ¢ aluna de Engenharia Quimica e todos os dias se dirige de onibus & sua faculdade. Ha
somente um onibus que lhe serve e ele costuma passar pelo ponto em qualquer instante entre 7:00 e

7:30 . Se num certo dia Helena chega ao ponto as 7:24 qual a probabilidade de conseguir pegar o
Onibus?

Solugéo:
Seja X o instante da chegada do 6nibus ao ponto. Note que a uniformidade de X esta implicita no
enunciado. Entdo X ~U(0,30) , onde X ¢ medida em minutos e 0(zero) corresponde as 7:00 h.

Para Helena pegar o 6nibus ele deve chegar apés as 7:24 ( ou seja, entre 7:24 e 7:30)

Temos: P(X>24) =P( 24 < X <30) = % =0.,2



O modelo exponencial

Se A € uma constante positiva, dizemos que a variavel aleatéria X obedece a um modelo

probabilistico exponencial com pardmetro A, se sua funcdo de densidade ¢ dada pela expressio:

) |0, sex <0
i) ==
| hexpl-2x), sex =0

Alémdisso, E(X)=1/A e Var(X)=1/A%

E imediato que f é uma legitima funcio de densidade, porque

[fmyds = fre™dx = 1

-0 1]

Portanto a Fungéo de distribuicdo acumulada € calculada como se segue:

Sex<0 , F(x)= [0t =0

0 x P
Sex>0,F(x)= [0t + [acMae =1_e™ &7
- 18]
—i 1] E g =l /C‘qi
= g |
i
q‘ axd
Em resumo: :
: - fix)
. o
| 0, sex =0 5 \Q
F(x) = 1 . o T T T | T
|1-exp(-2x), sex =0
' 0 2 4 B 8 10




A figura a seguir mostra, no mesmo grafico, como ficam as fungoes f (densidade) e
F(distribuicio acumulada) no caso em que » =",

- /C;;}’/7

X)

O 02 04 06 08 10

T
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-

o

=

T T T | X
0 2 4 6 8 10

Na figura se observa, por exemplo, que a ordenada da funcio de distribuicio acumulada F no
ponto x=3, ou seja, F'(3) =1 — exp(-1,5) = 0,777 € numericamente igual & area em destaque sob o
orafico da funcao de densidade fentrex=0¢e x = 3.

E facil verificar, usando integracio por partes, que E(X) =1/A e Var(X) = 1/A2.

Exemplo 3.11: O tempo de vida de um equipamento eletrénico revisitado

Awv.a. X do Exemplo 3.1 (tempo de vida, em anos, de um equipamento eletrénico) segue um modelo
exponencial com parametro A =1/2. Como vimos, E(X) =2 anos e Var(X) =4 anos’.



Relacao entre a distribuicio exponencial e a distribuicao de Poisson
Existe uma interessante relacdo entre a distribui¢do exponencial e a distribui¢do de Poisson:

Sejam X a v.a. que representa o nimero de ocorréncias de um evento de determinado tipo ao
longo de um intervalo de amplitude t € T a v.a. que representa o intervalo de tempo entre a
ocorréncia de dois eventos consecutivos desse tipo.

Entao:
X segue um modelo de Poisson com parametro At, se e so se
T segue uma distribuicio exponencial com parametro A.

Ou, simbolicamente:

BT
Px=k=—"2" k=012,

: .y
T se € somente se P[T = t] =1-e t, para todot = 0.

De fato, suponha que X € Poisson(At).

Entdo, X = 0 (ou seja, ndo ocorre nenhum evento no intervalo (0,t)) se e somente se T>t

o a A
Portanto, P(X=0) = P(T>t) . Ouseja, € '* (Al _J
o

-

— A

Entdo.F(t)= P(T<t)=1-¢e™.
Como esta ¢ a FDA de uma exponencial, concluimos que T ~ exp().

Ou seja. a distribuicdo exponencial se aplica as mesmas situacdes que a de Poisson, isto €, para
modelar fendmenos como os seguintes:

. Tempo entre a chegada de dois navios a um porto
. Tempo entre a chegada de dois clientes a uma loja comercial
. Tempo entre as chegadas de dois e-mails consecutivos a caixa de entrada de uma pessoa.



Interpretacao do parametro A da distribuicao exponencial

Dentro desse contexto, o pardmetro A da distribuicio exponencial tem uma interpretagio
interessante: Trata-se da freqiiéncia média de ocorréncias do fendmeno considerado por unidade

de tempo. Por outro lado, T = 1/A € o valor médio desse intervalo de tempo, a luz do modelo
exponencial, ja que E(X) =1/A = 1.

Esta relacio Exponencial-Poisson ¢ mantida mesmo quando a unidade considerada para a
ocorréncia de eventos ndo € o tempo. Entdo, se, por exemplo, D ¢ a v.a. representando a distancia
entre duas falhas consecutivas no recapeamento de um fio elétrico, e se o nimero médio de falhas

em d metros de fio é Ad, entdo a v.a X que representa o nimero de falhas em d metros de fio tem
distribuiciio Poisson(Ad) e D ~ exp( A), como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.12: Novamente as falhas no recapeamento do fio elétrico

Voltemosao Exemplo 2.17. Nele a v.a X, que representa o nimero de falhas por metro de fio, tem
distribui¢ao Poisson(\), com A=2. Assim, se Y é a v.a. representando o numero de falhas em d
metros de fio, teremos Y ~ Poisson(Ad) = Poisson(2d). A v.a. D, que representa a distancia
entre duas falhas consecutivas, tera distribuicio exp(2).

Dessa maneira, a freqiiéncia média de falhas por metro ¢ 2 ¢ a distancia média entre duas falhas
consecutivas ¢ 0,5 metros.



Propriedade de perda de memoria da v.a. Exponencial

Outra interessante propriedade da distribuicdo exponencial ¢ a chamada “perda de memoria”.
Isto €, se o fendmeno segue um modelo exponencial entdo a probabilidade condicional de nio
ocorrer nenhum evento no intervalo de tempo (t;, ¢t;+t,), dado que nio ocorreu nenhum
evento no intervalo (0,t;), é igual a probabilidade (incondicional) de nio ocorrer nenhum
evento no intervalo (0, t,).

Ou, matematicamente, dados quaisquer reais t; € t;, ambos positivos,
P(X>t+t, | X > 1) =PX>t).

Com efeito. no caso da distribuicdo exponencial:
P(X>t;+t;) e—Mtg+tz)
P(X>t;) e M1

Esta propriedade da distribui¢édo exponencial ¢ amplamente usada na Teoria da Confiabilidade.

P(X = tl‘l‘tg | X = tl) =

= e 2 =p(X > ty).

A Confiabilidade de um componente (ou sistema) ao longo de um intervalo de amplitude t, que
denotamos por R(t), é definida como R(t) = P(T > t), onde T é a v.a. que
representa a duraciio da vida do componente.

Ha varias leis que regem a Confiabilidade de um componente. Uma delas, a Lei de Falhas

Exponencial, ¢ aplicada quando a taxa de falhas, A, é constante. Isto ocorre quando nfio ha
desgaste do material com o tempo. Assim, por exemplo, se 0 componente ja esta funcionando ha
1000 horas, a probabilidade de que ele continue funcionando até 1500 horas € igual a probabilidade
de ele funcionar apenas 500 horas a contar do instante inicial. Note que aqui esta sendo usada a
propriedade de “perda de memoria”.




Componentes elétricos ou eletronicos e tabelas de vida em Atuaria

A situacdo da Lei de Falhas Exponencial ocorre comumente com componentes elétricos ou

eletronicos — como lampadas, chips, transistores, etc. — que podem falhar subitamente, sem
apresentar desgaste ou fadiga do material.

No caso de componentes de outros tipos, que se desgastam com o uso, a lei exponencial pode ser
usada em intervalos ndo muito grandes. Por exemplo, um carro pode ter uma taxa elevada de falhas
no periodo de rodagem. Posteriormente, apos alguns ajustes, talvez a taxa de falhas se mantenha
aproximadamente constante durante algum tempo, para em seguida voltar a aumentar
progressivamente quando aparecerem os primeiros sinais de desgaste.

Este fendmeno pode ser observado em outras situacdes, como nas tabelas de vida em Atuaria, onde
ha uma alta taxa de mortalidade nos primeiros anos de vida, seguida por uma certa
estabilidade durante a juventude e a idade madura, e novamente um aumento da taxa de
mortalidade na idade senil. Nos periodos em que essas taxas permanecem constantes, o modelo
exponencial de falhas pode ser aplicado.



Exemplo 3.13: Tempo de vida de uma lampada

O tempo de vida T de um certo tipo de lampada segue uma distribuicao exponencial com média de
10000 horas. Se tiver sido encomendado um lote com 20000 lampadas desse tipo:

(a) Quantas dessas lampadas que deverdo queimar antes de 10000 horas de uso?
(b) Apds quantas horas de uso 90% das lampadas do lote deverdo estar queimadas?
(c) Se uma determinada ldmpada ja durou mais de 12000 horas, qual a probabilidade dela durar

mais de 20000 horas?
(d) Qual ¢ a confiabilidade de uma lampada no periodo de 20000 horas?

Solucéo:

(a)Sabemos que E(T) = 1/AL = 10000. Logo, A = 0,0001. Isto quer dizer que a freqii€éncia média de
“mortes” dessas lampadas ¢ de 0,0001 lampada por hora.
Queremos determinar P [ T < 10000 ]. Mas isto é precisamente:

F(10000) = 1— g0:0001x10000 = 1 -1 = () 6321
Isso quer dizer que, apés 10000 horas de uso, entre as 20000 do lote, cerca de 12642
(0,6321*20000) lampadas deverdo estar queimadas.

(b)Queremos obter um valort,tal que P[ T <t,] = 0.9.
F(t,)=1-exp(—0,0001t,1=0.9 = exp(-0,0001t,|=0.1

— —0,0001 t,=In(0,1)= —2.3026 = t,=23026 horas

Isso quer dizer que, passadas 23026 horas de uso, cerca de 18000 lampadas deverdo estar
queimadas.



Exemplo 3.13: Tempo de vida de uma lampada

O tempo de vida T de um certo tipo de lampada segue uma distribuicao exponencial com média de
10000 horas. Se tiver sido encomendado um lote com 20000 lampadas desse tipo:

(a) Quantas dessas lampadas que deverdo queimar antes de 10000 horas de uso?
(b) Apds quantas horas de uso 90% das lampadas do lote deverdo estar queimadas?
(c) Se uma determinada ldmpada ja durou mais de 12000 horas, qual a probabilidade dela durar

mais de 20000 horas?
(d) Qual ¢ a confiabilidade de uma lampada no periodo de 20000 horas?

Solucio:
(c)Pela propriedade de falta de memoria da distribui¢do exponencial,

P(T > 20000 | T > 12000) = P(T > 8000) = exp(— 0,0001x8000) = &% = 0.449.

Repare que o calculo desta probabilidade condicional ndo levou em consideracdo o fato de a
lampada ja ter 12000 horas de uso. Na verdade ela s6 depende das 8000 horas adicionais.

(d)R(20000) = P(T > 20000) = exp(—0,0001x20000) = =2 = 0,135.

Observagio: A solugdo do exemplo anterior pode ser também obtida diretamente a partir de um
software que contenha a exponencial acumulada (direta e inversa).




3.5 A Distribuicio Normal
Dada a sua relevancia no Calculo de Probabilidades, dedicaremos uma secido deste capitulo

exclusivamente ao modelo Normal. Este modelo foi proposto inicialmente pelo matematico Carl
Friedrich Gauss e, por esse motivo, ¢ também chamado modelo Gaussiano.

3.5.1 - Generalidades

Por véarias razdes, a distribuicio Normal ¢ o modelo mais usado em todo o Calculo de
Probabilidades. A curva Normal ou Gaussiana descreve de forma muito adequada o
comportamento de uma variavel que se distribui de forma simétrica em relacio a um valor

n . - . 2
central. Os 2 parametros que a caracterizam sdo JL, que especifica o seu valor central e G-, que
define a sua variabilidade.

Dadas as constantes b ¢ 62 (onde ¢ > 0), diz-se que a variavel aleatéria X tem distribuiciio
Normal com parametros 1. e o’ se asua densidade ¢ dada pela expressdo matematica

o
f(x) :Lexp —%(“—_Ll]—_ para todo x real.
2no - o=

Prova-se que E(X)=pn ¢ Var(X) = Gz

Notac¢io : X ~ N(u; ¢?) significa “a v.a. X tem distribui¢io Normal com pardmetros pu e ¢*”.

“O charme encantador desta ciéncia sublime revela-se apenas para
aqueles que tém a coragem de mergulhar nela profundamente.”
Carl Friedrich Gauss, matematico



As figuras 3.11 e 3.12, a seguir, nos mostram o aspecto visual, respectivamente, da funcio
densidade e da funcéo de distribuicdo acumulada de uma Normal.

fx)

s 6 8 0 mow
aie  R-® r rew  RelE o média=10e DF=3
Figura 3.11 A densidade da Normal Figura 3.12 - Grafico da FDA da Normal (u; ¢?)

(a)  Lembre-se que, em alguns exemplos anteriores de distribui¢des discretas, os graficos das
funcoes de probabilidade dos modelos Binomial(n,p) (Figura 2.4 ) e de Poisson(%) (Figura 2.5)
ja sugeriam um comportamento “gaussiano”.

(b)  Também no caso da distribuicio Gama(r; %), vimos que, a medida que r cresce (com %
fixo), a curva da densidade se aproxima cada vez mais de uma curva gaussiana. Como veremos
no Capitulo 6, isto € uma decorréncia de um dos resultados mais importantes da teoria de
probabilidades, o Teorema Central do Limite.
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Exemplo 2.18: A funcao de probabilidade de uma Poisson

A figura a seguir exibe o grafico das funcoes de probabilidade para uma distribuicao de

Poisson, sendo considerados trés casos: AMN=1, A=3 e M=10
= = [}
or or o“r
= = [}
] ™ ™
[ [ =
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3.5.2 Distribuicao Normal Padrao

Se uma v.a. tem distribuicao Normal com média igual a zero e variancia igual a 1, diremos que
ela tem distribuicio Normal Padrio ou distribuicio Normal Reduzida .

Daqui em diante serdo usadas as letras ¢ e @ para representar, respectivamente, a funciio densidade
e a funcio de distribuicio acumulada correspondentes & Normal padriio e Z para representar uma
v.a. com essa distribuicdo. Ou seja, se Z ~ N(0;1).entdo
N 1 . | e N D
(pLz)_Telp —=Z- e D(z)=P(Z=z), paratodo z real.

2n

{P{‘) ‘(I'{o]

S 22 0 2 4 A =3 O 2 4
Figura 3.13 — Graficos das fun¢des o(.) e O(.)




3.5.3 Propriedades da Distribuicao Normal:
A distribui¢do Normal(u, 6*) goza de varias propriedades, entre as quais estdo as seguintes:

(a) A curva da densidade da Normal ¢ simétrica em relacéo a reta vertical que passa por x = L.

(b) Quando x tende a +oo ou a —oo, a curva da densidade da Normal se aproxima assintoticamente
do eixo horizontal.

¢) A curva da densidade tem seu ponto de maximo em x = i e tem pontos de inflexdo em
P 2% P
Xx=p—¢ e Xx=p+to.
(d) Se X ~ N(u: o?), entédo P[!l- —20 < X<+ 35]5 0,95, (Ou seja, se a variavel X segue uma

curva Normal, em aproximadamente 95% dos casos o valor de X estara distante da média de
menos de dois desvios padroes.)

As propriedades acima sdo obviamente validas para a distribuicdo Normal padrao. Em particular,
para Z ~ N(0, 1), as propriedades descritas nos itens (a) e (¢) podem ser escritas como:

a) A curva da densidade o € simétrica em relaciio a vertical z = 0. Dai decorre que
a. ®(-z) =1 - P(z). paratodo z real;

c) A curva da densidade ¢ tem seu ponto de maximo emz =0¢
pontos de inflexdio em z=-1 e z=1.



Exemplo 3.15: Distribuigdo do peso liquido de latas de leite em po.

Suponha que os pesos liquidos do leite em po6 contido em latas abastecidas por uma certa maquina
seguem uma curva Normal com média u = 300g e desvio padrio ¢ = 10g.
Portanto, p-26=300-2x10=280g e pnt2c=300+2x10=320g.

Entdo podemos afirmar que:

.cerca de 95% dessas latas t€ém peso liquido entre 280g e 320g:
.cerca de 2,5% dessas latas tém peso liquido inferior a 280g;
.cerca de 2,5% dessas latas tém peso liquido superior a 320g.

Fungéo densidade 1(.) FDA F(.)
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Figura 3.14 — Distribuicdo do peso (em g) — Densidade e FDA

Observagoes importantes sobre a Normal:

1. E muito comum se representar o erro (ou o desvio) na medi¢do de uma grandeza por uma
variavel aleatoria. cuja lei de probabilidade ¢ uma Normal centrada em zero.

2. O Teorema Central do Limite, a ser abordado no Capitulo 6, ¢ uma razdo a mais para justificar a
importancia da distribui¢do Normal no contexto do Calculo de Probabilidades.



3.5.4 Padronizacao

Se X~N(uo?) e Z=""F_ entao Z~N(0.1).

Esta transformacéo da v.a. X na nova v.a. Z ¢ chamada de padronizacéo.

A padronizacdo ¢ um recurso fundamental para o calculo de probabilidades envolvendo a

distribui¢do Normal.

Suponha que X ~ N( 1, 6° ) e desejamos calcular P(a<X<b) para qualquer intervalo [a.b]. Entéo,

. X—|L
fazendo a mudanca de variaveis Z =——, obtemos:

: f[[h 0/ 1 Xp(_zj) dy —

Pa=X<b)= f /e T

a Ci"ﬁ,l'z’l'[

_ (b—w/o b—p, - b—p
= J-ﬂ_l-l:]'f (p(Z)dZ —P( E = T)— {I}( -

Observe que o integrando da 2° 111teg1 al é exatamente ¢(z),

X_
0 que mostra que av.a. Z=-—"-

- tem de fato distribuicio N(0;1).

) - D).

Assim, se X ~ N(u, %) ¢ Z~N(0, 1) temos:
_ pra Tk b—p, _ o /b-n i
P(HEXEb)—P(?{_:Z{_:T _(DT)_(D(%)'

Analogamente,
P(X<a)=P(Z<*F)=0(F) e PXza)=PZz"F)=1-PZ=<*

-)=1-0(")
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3.5.5 Uso da tabela da Normal para o Calculo de Probabilidades

Suponha que X ~ N(; ¢?), queremos calcular P(a<X<Db), para um determinado intervalo (a.b).
Essa probabilidade corresponderia & area sob a curva da Normal(u, ) entre x=aex=b.

No Exemplo 3.15, a probabilidade de uma lata de leite sorteada ao acaso da producio total ter seu
peso liquido entre 295 e 310 gramas, corresponderia a area sombreada na figura, e deveria ser
calculada integrando a correspondente densidade entre esses valores. Ha, contudo, um problema: a
integral indefinida da funcéio de densidade N(,6?) niio tem uma expressio analitica conhecida.
Uma solucio seria usando integragdo numérica, o que nem sempre € facil.

| RS TR O R

000 002 004

295 110
nL=300,6=10,a=295, b=310

Figura 3.16 — Leite em po: Probabilidade como area sob a curva Normal

A forma de se efetuar esse tipo de célculo ¢ com o auxilio de uma Tabela de Probabilidades que se refere

especificamente a funcao de distribuiciio acumulada ((.) da distribuicio Normal Padriio (Ver Tabela I).



Caracteristicas da TabelaI (Apendice).

- A tabela foi construida fazendo uso de integracio numérica para valores de z com duas casas
decimais.

- Aproveitando a simetria da Normal padrio em torno de zero, a tabela considera apenas
valores positivos de z, entre 0,00 e 3,59, com passo de 0,01.

Como utilizar a Tabela I, do Apéndice ?

A parte inteira ¢ a primeira casa decimal de z estdo representadas na borda esquerda da tabela.

. A segunda casa decimal de z esta representada na borda superior da tabela.
- No corpo da tabela est4 o valor da probabilidade @(z) | .

Notacdo: Admita que Z ~ N(0; 1).
e Sejap=P(Z = z,) = D(z,).
e 7, representa um valor qualquer da variavel Z, também chamado quantil de Z, expresso com
duas casas decimais.

Funcao densidade o(.) FDA @©(.)
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Figura 3.17 Trabalhando com a Normal Padrao



z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,5000 0,5040 05030 0,510 05160 0,5199 05234 05274 05319 05359
0,1 0,539% 05438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,563 05675 05714 0,5763
0,2 06793 0,5632 05671 0,5910 05048 0,5957 0,602 0,6 064 0,6103 06141
0,3 0,6179 0,6217 06255 0,293 06331 0,368 0,640 0,6443 0,6480 0,6517
04 0,6554 0,6581 0,6fiz8 0,Gifi4 0,6700 0,6736 06772 0,6508 0,6644 0,6879
0,5 06915 0,6550 0,635 0,709 0,7054 07088 07123 0,7157 0,7140 07224
0,6 07257 0,7281 07324 07357 07389 07422 07454 0,7 486 07517 0,7549
0,7 0,75&0 07611 07642 07673 0,7704 07734 07764 0,7794 07623 07852
0,8 0,7881 0,7810 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8061 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 06154 0,61 86 06212 06238 06264 06289 08315 0,8340 06365 06369
1,0 08413 06438 06461 06485 0,6508 06531 08554 0,8577 06509 0,861
1,1 08643 0,8665 0,636 0,6708 0,6729 0,5749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8644 0,6664 0,6688 0,6407 0,6025 0,6944 0,886z 0,8950 0,6847 08015
1,3 0,8032 0,8049 0,8066 08082 0,8099 06115 0,8131 0,147 08162 08177
14 0,619z 0,6207 06222 06236 06251 0,8265 08274 0,822 0,6308 09319
1,5 0,8332 0,6345 08357 0,8370 08382 06394 0,840 08418 08429 0,5441
1,6 0,8452 08463 08474 06484 0,6495 0,8505 08515 08575 0,8535 0,8545
1,7 0,8554 0,8564 08573 08582 06591 0,8599 08607 0,861 08625 0,8633
18 0,9641 09649 09656 09664 08671 09678 09646 0,8693 0,9649 09708
19 08713 06714 08726 068732 06738 06744 08750 0,8756 0,876 08767
2,0 08772 06778 08783 0,68788 06793 06798 0,8803 0,8508 0,8612 0,9817
21 0,9821 0,8826 0,8530 0,8534 0,8538 06842 0,854 0,8550 0,8564 0,8867
2,2 0,9861 0,8864 0,8868 0,8871 0,8875 0,8878 0,9881 0,8584 0,8887 0,5840
23 0,8503 0,0696 0,8693 0,8a01 0,8404 0,8508 0,8804 0,9911 0,6813 09915
24 0,891% 0,8520 0,8972 0,8975 08927 0,8979 0,9931 0,8932 0,8934 0,9936
25 08935 0,8540 0,8641 0,6943 0,6945 0,6546 0,8845 08944 0,8451 0,58952
2,6 0,8953 0,8955 0,8956 0,8957 0,8959 0,8960 0,9961 08962 0,8963 0,9964
2,7 0,8965 0, 8566 0,8967 0,8963 0,8963 0,8570 0,571 0,897z 0,8473 05574
28 0,8974 0,8875 0,8976 08477 0,8a77 0,8978 08879 0,8979 0,8980 0,8951
29 0,9981 08982 08932 0,8933 09934 09934 08935 0,8985 0,8986 0,9986
3,0 0,8957 0,8587 0,8957 08938 0,8938 0,8929 0,8859 0,8959 0,8940 0,5540
31 0,8940 0,6591 0,6091 0,6091 0,6092 0,6992 0,889z 0,8992 0,643 0,9943
3,2 0,8993 0,8593 0,6994 0,6994 0,6994 0,6994 0,8894 0,8995 0,8995 0,5995
3,3 0,8995 0,8595 0,8995 0,895 0,8996 0,68996 0,889 0,899 0,605 0,997
34 0,8947 0,8557 0,68997 0,68997 0,68997 0,68597 08847 0,897 0,8047 0,553
3,5 0,5995 0,85995 0,8998 0,8998 0,8998 0,8998 0,8995 0,8995 0,8993 0,5993

Valor de p
P(Z<z)=p

Dado z com 2
casas decimais



Trabalhando com a Tabela da Normal Padrio (Tabela I do Apéendice)

A explicagdo sera toda feita com base em exemplos numeéricos.

Note que P(Z < Zp) — P(Z<z,),para qualquer valor de z,, porque a variavel Z € continua.

1. Determinacdo de p tal que p=P(Z < Zp) = @(z,), para zp conhecido.
- Sejaz, = 0,83. O valor de p esta no corpo da tabela, no cruzamento entre a linha 0.8 e a coluna
.03 da Tabela I. Logo, p = 0,7967. Conclusdo: ®©(0.83)=P(Z=0,83)= 10,7967

- Sejaz, = 1,57. valor de p esta no corpo da tabela, no cruzamento entre a linha 1.5 e a coluna .07
da Tabela I. Logo, p=0,9418. Conclusdo: ®(1,57) =P(Z<1,57)=0,9418 .

2. Determinacio de quaisquer probabilidades relativas & Normal padrio Z
a) P(Z=0,75) =1 -P(Z<0,75) = 1- ®©(0,75)= 1 — 0,7734 = 0,2266
b) P(0,26<Z2<1,02) = ©(1,02) — ©(0,26) = 0,8461 — 0,6026 = 0,2435
c) P(Z=-0,66) = P(Z=0,66) = 1 — ®(0,66) =1 — 0,7454 = 0,2546
d) P(Z=-1.23) = P(Z<1,23) = ©(1,23) = 0,8907
e) P(—0,39<7<0,72) = @(0,72) — ®(—0,39) = ®©(0,72) — (1- @©(0,39))
=0,7642 + 0,6517-1=0,4159
f) P(|Z|=0,58)=2P(Z>0,58)=2. (1 —®(0,58))=2 x (1 —0,7190) = 0,5620



Trabalhando com a Tabela da Normal Padrio (Tabela I do Apéendice)
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Figura 3.18 — Areas sob a curva da Normal Padrio

2. Determinacio de quaisquer probabilidades relativas & Normal padrio Z
a) P(Z=0,75) =1 -P(Z<0,75) = 1- ®©(0,75)= 1 — 0,7734 = 0,2266
b) P(0,26<Z2<1,02) = ©(1,02) — ©(0,26) = 0,8461 — 0,6026 = 0,2435
c) P(Z=-0,66) = P(Z=0,66) = 1 — ®(0,66) =1 — 0,7454 = 0,2546
d) P(Z=-1.23) = P(Z<1,23) = ©(1,23) = 0,8907
e) P(—0,39<7<0,72) = @(0,72) — ®(—0,39) = ®©(0,72) — (1- @©(0,39))
=0,7642 + 0,6517-1=0,4159
f) P(|Z|=0,58)=2P(Z>0,58)=2. (1 —®(0,58))=2 x (1 —0,7190) = 0,5620



3. Determinaciio de quantil z, da Normal padrido dada uma probabilidade (Isto corresponde a

trabalhar com a inversa da FDA de Z, isto é, Z; = O (p) )
- Determinar z, tal que @©(z,)= 0,81.
Procurando o valor 0,81 no corpo da tabela, vemos que ele se encontra no cruzamento entre a
linha 0,8 e a coluna 0,08, portanto z, = (.88
- Determinar z, tal que P(Z > z,) = 0.73.
P(Z>z,)=1-®(z,) = 0,73 = @©(z,) = 0,27
A Tabela s6 permite trabalhar com valores de @(.) = 0.5.
Sabemos que O(—z,)=1-D(z,)=0,73
Dai, -z, = 0,61 ¢ entio, z, =—0.61,
. Determinar z, tal que P(| Z | <z,) = 0,16.
Como P(| Z| <z,) = P(-z,<Z<z,) = D(z,) — D(-z,) =
=O(zp) — (1 -D(zp) ) = 2. O(z,) — 1, temos
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D(z,)= > =038 logoz, =0.20.

4. Determinacio de quaisquer probabilidades relativas a Normal genérica

«Se X ~N(8: 9), P(7<X<10)=?

P(7<X<10) = P{"; -::":‘,;’ < 13_;8) = P(-<Z<—) = P(-0.33<Z<067) =

=®0(0,67) - ©(-0,33) = ©(0.67)+D(0,33) -1 = 0.7486 + 0.6293 -1 = 0.3779.
Observe que. para garantir a equivaléncia entre as condigdes (7<X<10) e
— < “— < ——), as mesmas opera¢des tém que ser aplicadas aos trés membros
(?@B xﬁa 13:) licad bros da
: ' . 10-8 7-8
desigualdade. Também pode-se usar diretamente P(7<X<10) == ®O(—%) - m(j;_q— g
- Se X~N(20,16), P(X>23)=7?
P(X>23)=1-P(X<23) =1 - (2222 ) = 1 —®(0,75) = 1 — 0,7734 = 0,2266.

A




5. Determinaciio de quantil de Normal genérica dada uma probabilidade
. Se X ~N(20;25) e P(X=b) = 0,60, entdo b = ?
P(X=b) =1 - CD(% ) =060 —= (D(% ) = 0,40 ; como esse valor € menor que 0.5
devemos considerar (D(%_}j )=1-0@ _TED )=1-0.40=0.6.

Da Tabela Normal: 222 =0,25 = b =20 - 5x0,25= 18,75

6. Determinar parametro de Normal genérica dada uma probabilidade

Exemplo:
. Se X ~ N(u:25) e P(X<32)= 0,35, entdo un=?
Temos P(X<32)=® (=) =035=® (*5)=1-0,35=0,65 (porque 0,35 <0.5)

Da Tabela Normal: % =039 = pu=32+5x0,39= 33.95



Exemplo 3.17: Carga de ruptura de um cabo de ago

A carga de ruptura de cabos de aco de 8 mm, usados em guinchos e produzidos por uma certa
Companhia t€m uma distribuicio Normal com média de 2210 kg e desvio-padrio de 25 kg. A
especificacdo minima para a dita carga € de 2180 kg. Cabos com carga de ruptura entre 2130 e 2180 kg
ainda podem ser comercializados, porém a um preco menor, enquanto que se tiverem carga de ruptura
inferior a 2130kg devem ser descartados.

a) Qual a porcentagem de cabos que satisfazem a especificacio?
b) Qual a porcentagem de cabos que, mesmo nao satisfazendo a especificacdo, poderiam ser vendidos?

c) Qual a porcentagem de cabos que deveriam ser descartados?

Solucio : Seja X a v.a. que representa a carga de ruptura, em kg, dos cabos de aco, X ~N(2210, 257%) .
(a) Os cabos satisfardo a especificacdo se X-2180. .
P(X>2180) = 1— @(M) —1-®(— 1,2) = O(1,2) = 0,8849

Aproximadamente 88,5% dos cabos produzidos satisfazem as especificacoes.

2180-2210 213U 2210

(b) P@130 < X <2180) = 022N — o ) =®(-1,2) - @ (-3.2) =

= (IJ(3=2} D(1,2) = 0=9993 0.8849 = 0,1144.
Aproximadamente 11,4% dos cabos podem ser vendidos a um preco inferior.

2130-2210

© PX<2130) = d( ) =®(-3.2)=1-®(3.2) = 10,9993 = 0,0007

Portanto, deveriam ser descartadns aproximadamente 0,07% dos cabos produzidos.



Exemplo 3.18: Tempo (em minutos) necessario para executar uma tarefa

Suponha que o tempo X, em minutos, que uma pessoa leva para executar determinada tarefa varia
conforme uma distribuicdo Normal com parametros p (media) € o (desvio padrao). Suponha tambeém que a
probabilidade de que a tarefa seja executada em no maximo 70 minutos € 0,75 e a probabilidade de que a
tarefa seja executada no maximo 50 minutos ¢ 0,25,

(a) Determine os valores de u € ©.
(b) De todas as pessoas que necessitam de pelo menos 75 minutos para executa-la, que percentagem
precisara de mais de 85 minutos?

Soluciio: Sabemos que X tem distribuicio Normal com pardmetros p e o2. Isto implica que z-Z~* tem
distribuicdo Normal padrao, isto €, com esperanca 0 e desvio padrdo 1.
(a)Entio 0,75 =P(X < 70) = @(%‘“ - %L = 0,67,
50— 50—
= < = I = _
Analogamente, 0,25 =P(X<50) = O(*— 5 = . 0,67. .

Ficamos entdo com um sistema de 2 equacdes a duas incognitas: p € o. Resolvendo esse sistema, temos
IL=60 ¢ ©=149, ambos em minutos.

(b) Temos que calcular uma probabilidade condicional, a saber,
1—b 285—60 B
P(X>85) _ (F2s ) _ 1-®(1,68) _ 00465 _ 0.2977

P(X>75) 1-®(g) 1-9(101) 01562

Ou seja, 29,8% das pessoas que executam a tarefa em pelo menos 75 minutos, levam no minimo 85
minutos nessa atividade.

P(X=85|X=75) =




