CAPITULO 10: INTRODUCAO A TEORIA DOS TESTES DE HIPOTESE

Concetitos e resultados a serem apresentados neste capitulo:
10.1 — Conceitos Basicos
Hipotese nula e Hipotese alternativa
Regido de Aceitag¢do e Regido de Rejeicdo ou Regido Critica
Ponto de corte ou valor critico, Nivel de Significancia, Estatistica de teste
Errol e Erro II. Probabilidadesde erro: a e [3
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10.2 — Esclarecendo melhor alguns conceitos i o s
Como devemos especificar Hy e H; s > ( < §
O que sdo Hipotese simples e hipotese composta =
Hj vista como uma Hipotese simples %ﬁ = % 5

10.2 — Rotina para obtenc¢do do Critério de Decisdo
10.4 -Teste sobre a média populacional

10.5 -p-valor ou Nivel critico

10.7 -Teste sobre a proporc¢ao populacional ¢
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“O alvo do cientista ndo e descobrir uma certeza absoluta, mas
descobrir teorias cada vez melhores, capazes de serem submetidas a
festes cada vez mais severos, conduzindo a novas experiéncias, que
iluminam a nossa visdo.”

Karl Popper, filosofo



Nos dois Capitulos anteriores vimos como, por meio do uso de uma amostra aleatoria, €
possivel estimar um ou mais parametros populacionais desconhecidos, associados a
distribuicdo de probabilidades de uma variavel aleatodria X.

No presente Capitulo também lidamos com amostras aleatorias e parametros
populacionais. Porem, agora formularemos uma hipotese sobre o valor do paradmetro de
interesse e a informagao obtida a partir dos dados amostrais sera usada para
confirmar ou refutar essa hipotese.

Neste Capitulo 10, além de apresentarmos conceitos e resultados gerais da teoria dos
Testes de Hipotese (TH), discutiremos também dois procedimentos especificos de TH, a
saber, Testes sobre a média populacional e Testes sobre a propor¢ao populacional.
Esses dois estdao entre os procedimentos mais basicos de TH. Optamos entao por
apresenta-los ainda no Capitulo 10, até para podermos utiliza-los como exemplos na
discussao geral sobre TH.

A titulo de ilustracdo consideremos o seguinte exemplo.
Exemplo 10.1: Esta correta a afirmacao do fabricante?

Consideremos novamente a companhia do Exemplo 7.4, que produz cabos nauticos de
determinado tipo. O fabricante garante que a carga de ruptura méedia de seu produto € de
pelo menos 90 kg. Um potencial consumidor, interessado na compra de grande quantidade
do produto decide fazer ensaios de carga de ruptura com 20 especimes, obtendo uma
media amostral de 88,4 kg.

Com base nesses resultados o consumidor conclui que a carga de ruptura méedia do
produto € inferior & apregoada pelo fabricante, € desiste da compra. Se vocé fosse o
candidato a comprador procederia de modo analogo?



Exemplo 10.1: Esta correta a afirmacao do fabricante?

Consideremos novamente a companhia do Exemplo 7.4, que produz cabos nauticos de
determinado tipo. O fabricante garante que a carga de ruptura media de seu produto € de
pelo menos 90 kg. Um potencial consumidor, interessado na compra de grande quantidade
do produto decide fazer ensaios de carga de ruptura com 20 especimes, obtendo uma
media amostral de 88,4 kg.

Sabemos que quando usamos amostras para estimar parédmetros populacionais, devemos
sempre considerar uma margem de erro.

E possivel que, mesmo com uma média populacional da carga de ruptura de 90 kg, a
media amostral baseada em uma amostra de tamanho 20 seja de 88,4 kg.

Tanto o fabricante quanto o consumidor podem estar com a razao.
Aqui estao sendo postas a prova duas hipdteses (ou afirmacdes) opostas.

A hipdtese que denotaremos por Hg, € que reflete o ponto de vista do fabricante, pode ser
enunciada assim:

Ho: A carga de ruptura média dos cabos produzidos € pelo menos de 90 kg.

Ja a hipdtese que denotaremos por Hi, € que espelha a posicdo do consumidor teria o
seguinte enunciado:
H+: A carga de ruptura media dos cabos produzidos € menor do que 90 kg

Se denotarmos por U a carga de ruptura média populacional dos cabos produzidos pelo
fabricante, essas hipdteses podem ser formuladas como Hg: uz90 e Hy:u<90.

A decisao a ser tomada podera ser:

Aceitara hipdtese Hp, concluindo que o fabricante esta certo (rejeitar H+); ou
Aceitar Hq (e, portanto, rejeitar Hp), dando a razao ao consumidor,



10.1 Conceitos Basicos de TH

Um procedimento de teste de hipdtese permite avaliar a validade (ou ndo) de uma
afirmacado sobre uma determinada caracteristica da populacdo, usando para isso os
dados de uma amostra dessa populacao. Essa caracteristica pode ser representada por
uma variavel aleatéria continua X, cujo comportamento probabilistico € expresso por sua
funcdo de densidade f. Admita que f depende de um parédmetro 6, cujo valor é
desconhecido.

Deseja-se, com base nas observacoes obtidas a partir de uma coleta de dados
amostrais, decidir entre duas afirmacoes mutuamente excludentes a respeito do valor
correto de 6:

a hipétese nula Ho e a hipotese alternativa H.

Seja X4, Xo,..., Xn_Uma amostra aleatéria da v.a. X. Como antes, os valores observados
das variaveis X4, Xz, ..., Xy correspondem aos dados levantados por amostragem.

Deseja-se estabelecer um critério de decisdo que nos leve a:
AceitarHo ou Rejeitar Hy ( em favor de H; ),

com base nos valores observados de Xi, Xo, ..., Xn.



Usualmente, a escolha desse critério passa por eleger uma funcdo T de X4, Xz, ..., Xn
chamada estatistica de teste e dividir o conjunto dos valores possiveis de T(X+,Xz, ..., Xn)
em duas partes denominadas

Regido de Aceitacdo A
€
Regido de Rejeicdo ou Reqgido Critica R.

Assim, conforme o valor de T(Xi,Xz, ....Xn), calculado a partir dos dados coletados,
pertenca a A ou pertenca a R, aceita-se Hp ou rejeita-se Hp .

QObs.: A mesma formulacdo acima se aplica também ao caso discreto. Para isso basta
substituirmos a funcéo de densidade f por uma funcéo de probabilidade p.

Exemplo 10.2: No caso da situacado acima, sobre a afirmacéo do fabricante temos:

. Populacéoe: todos os cabos fabricados pela Companhia

. Propriedade da populacdo a ser analisada: carga de ruptura, em kg, representada pela
v.a. X

. Funcédo de densidade: podemos supor distribuicdo Normal

. Parametro: media populacional u da carga de ruptura dos cabos, em kg.

. Hipdtese Nula: A carga de ruptura méedia dos cabos fabricados pela Companhia € pelo
menos de 90 kg. Simbolicamente, Hq: p 2 90.

. Hipdtese Alternativa: A carga de ruptura media dos cabos fabricados pela Companhia €
menor do que 90 kg. Simbolicamente, Hi: u < 90

. Amostra aleatoria X4, Xz, ..., Xn. carga de ruptura em cada espécime desse tipo de cabo
selecionado para analise



Na secdo 10.3 veremos como estabelecer o critério para construir a estatistica de teste
T(X1, Xz, ..., Xn) € as Regides de Aceitacdo (A) e de Rejeicao (R) da hipétese nula.

Ao aplicarmos um teste de hipdtese, nos cabe tomar uma decisdo com base em
informacao apenas parcial (a que esta nos dados amostrais) sobre a realidade. Portanto,
ha dois tipos possiveis de erro de decisdo que poderdo vir a ser cometidos, e que seria
conveniente evitar:

Erro | - Rejeitar Ho, quando Hg € verdadeira
Erro Il - Aceitar Ho, quando H; € falsa.

Cada um desses erros tem uma probabilidade de ocorrer:

oo=P[Erol] = P[ Rejeitar Hy], se Hy & verdadeira
B=P[Ermoll] = P[Aceitar Ho], se H, é falsa

O problema pode ser resumido no seguinte quadro:

Decisao Situacao Real
Ho € Ho €
verdadeira falsa
Ho e Decisdo Erro tipo 1l
aceita correta
Ho & Erro tipo | Deciséo
rejeitada correta




10.2 Esclarecendo melhor alguns conceitos

Antes de vermos como se estabelece o critério de decisdo que define um procedimento
de Teste de Hipodtese, vamos tentar esclarecer os conceitos de hipétese nula, hipdtese
alternativa, hipétese simples, hipdtese composta, erro de decisdo e probabilidades de erro.

Como devemos especificar o que sao Ho e H1?

E usual que na formulacdo de um teste de hipétese, no momento em que se define o

que serdo Hpy e Hy, seja reservado para HO o papel da hipotese mais conservadora e
para H1 o papel da hipotese mais inovadora.

No exemplo do cabo, certamente o consumidor tem bons motivos para querer se certificar
de que o produto a ser comprado esta de acordo com as especificacdes anunciadas pelo
fabricante. Isto porque pode ocorrer que um produto de qualidade inferior represente um
perigo guanto a sua utilizacao.

Entdo a hipotese nula Hq: “A carga de ruptura média dos cabos fabricados pela
Companhia € pelo menos de 90 kg” pode ser entendida como: “Os cabos atendem as
especificacdes anunciadas pelo fabricante”.

Ja a hipotese H.: “A carga de ruptura média dos cabos fabricados pela Companhia é
menor do que 90 kg” pode ser entendida como “A carga de ruptura média dos cabos néo
segue as especificacdes divulgadas pelo fabricante”. Aqui Ho € mais conservadora, no
sentido de que, se ela for verdadeira, ninguém perde nada. Enquanto isso, Hi & mais
inovadora, no sentido de que, se Hq for verdadeira € o consumidor comprar o produto, ele
pode estar exposto a prejuizos substanciais quando esse cabo for utilizado.



O que sao hipotese simples e hipotese composta?

Dizemos que Hoy (ou H¢) € uma hipdétese simples se a ela corresponde um unico valor do
parametro 6. Neste caso fica também definida de forma unica a distribuicdo de
probabilidade comum as v.a.'s X4, Xz,..., Xn . Caso contrario, trata-se de uma hipdtese
composta. Ou seja, a igualdade 6 = 0, define uma hipotese simples, enquanto
as desigualdades 0 < 0y, 6 < 0y, 8 > 0y € O > 0y definem hipoteses compostas.
Por exemplo, as hipéteses acima enunciadas sobre os cabos sdo ambas compostas.

A hipotese nula Hp vista como uma hipotese simples
Admita que as hipoteses Hy e Hy fossem ambas simples, ou seja, Hg: 8 =8 e H4: 6 = 84,

sendo 81 > By, € que quiséssemos encontrar um procedimento de teste para decidir por Hg
ou por Hi1 com base em um conjunto de dados amostrais.

Quanto mais afastados estiverem 6, € 84, mais facil seria obter uma solucéo adequada
para esse problema.

Quanto mais proximos entre si estivessem By e 64, mais dificil seria discriminar entre Hg
e H1.



Suponhamos agora que as hipdteses Hy € Hy sejam ambas compostas € do tipo
Ho: 8 = 6y e Hi: 8> Bg. Entdo um bom procedimento de teste de Hy contra H1 deveria ser
capaz de discriminar qualquer hipdtese simples Hp: 8 = a, onde a=< By, de qualquer
alternativa simples Hy: 8 = b, onde b > 6.

Admita agora que consigamos construir um procedimento eficiente para discriminar
entre Hy': © = B (0 valor mais desfavoravel a Ho) e H+': 8 = 84, onde 8¢ € um valor qualquer
> Bp. Esse sera um bom procedimento para testar Ho: 8 < 6y contra Hq: 6 > 8;.

Sendo assim, a hipdotese Ho, mesmo que ela seja composta, sempre sera tratada
como se fosse uma hipotese simples. Ja a hipdtese alternativa H, €, em geral, uma
hipdtese composta, ou seja, inclui mais de um valor de 6 €, consequentemente, contempla
mais de uma distribuicdo de probabilidade (de fato, usualmente sao infinitas distribuicoes
de probabilidade).

Em resumo, mesmo que as hipodteses sejam do tipo:
Ho:8 =65 vs. H4:6 >0, ou Ho:® 260 vs. H4:8 <8,
a hipotese nula sera considerada como se fosse Hp: 6 = 60, ja que em ambas as situacdes

By € o valor limite entre Ho € Hy € portanto € o caso mais desfavoravel a Hp, além de
especificar uma unica distribuicdo de probabilidade.



O significado dos erros de decisao em um Teste de Hipotese

Quando alguem esta comecando a travar contato com o que seja um Teste de Hipotese,
as vezes surge um questionamento do tipo: “Se Hy € verdadeira, por que eu iria rejeita-la?
E se Hg € falsa, por que eu iria aceita-la?”

A resposta para isso € que tais erros podem ser realmente cometidos, simplesmente
pelo fato de que a decisao é tomada com base em apenhas um nivel de informacao
parcial e incompleto sobre a populacdo em estudo: aquele que esta na amostra. E €
justamente por ndo dispormos de informacéao total € completa que podemos ser traidos
pelos dados e levados a uma decisdo incorreta, qual seja, cometer o Erro | ou o Erro |l.

O que podemos dizer sobre as probabilidades de erro a e B?

Vimos acima que ha dois tipos possiveis de erro de deciséo:
. 0 Erro |, rejeitar Ho quando ela € verdadeira, tem probabilidade o de ocorrer
. 0 Erro |, aceitar Hy quando ela € falsa, tem probabilidade p de ocorrer

O ideal seria que ambas as probabilidades de erro, o. e B, fossem tao pequenas
quanto possivel, mas infelizmente, se o tamanho n da amostra estd fixado, uma
diminuicdo de p traz como consequéncia um aumento em o e vice-versa. Por qué? Para
diminuirmos a probabilidade do Erro I, teriamos que fazer com que a regido de aceitacéo
A diminuisse. Consequentemente, a regido de rejeicdo R aumentaria, o que
inevitavelmente provocaria um aumento na probabilidade do Erro |. Assim, a unica forma
de fazer com que ambos, o e B, diminuissem, seria aumentar o tamanho n da
amostra. (Ver Secéo 10.6)



O Erro | no centro das atencoes

Por definicdo, o € calculada supondo-se Ho verdadeira, ou seja, a partir da distribuicéo
de probabilidade unica postulada por Ho. Por outro lado, p € calculada supondo H;
verdadeira. Entdo, em geral ha um numero infinito de valores possiveis para [,
correspondentes a infinitas distribuicbes de probabilidade. Assim, o calculo de p € em
geral bem mais complexo que o de a. Levando em conta este fato, os experimentadores
tratam o Erro | como o mais importante a ser evitado, isto €, as hipdéteses sdo formuladas
de forma a que Hp seja aquela hipotese cuja rejeicdo equivocada constitui o erro de maior
importancia.

O que costuma ser feito usualmente € fixar-se um valor pequeno para o (as escolhas
mais comuns sdo «=0,05 e ¢=0,01) e, a0 mesmo tempo, procurar usar procedimentos de

teste para os quais os valores de [ sejam 0s menores possiveis.

A formulacdo adequada da hipdtese Hy vem a ser, nestas circunsténcias, vital na
realizacdo de um experimento. A questdo € que o julgamento da importancia de um erro

de decisdo pode ser bastante subjetivo.

Consideremos, por exemplo, o caso da qualidade dos cabos. A hipdtese Hg, tal como foi
formulada acima, atende aos interesses do fabricante dado que para ele o erro que mais
interessa evitar € o0 de se concluir (erradamente) que a carga de ruptura media de seus

cabos € menor do que o afirmado por ele.

Entretanto, do ponto de vista do consumidor a situacao pode ser diametralmente oposta.
Com efeito, o erro que este quer minimizar € que_se conclua que a carga de ruptura media
dos cabos € maior do que 90 kg se de fato ela for menor. Assim, para 0 consumidor, a
hipdtese Hoy deveria ser: “A carga de ruptura media dos cabos € menor ou igual a 90 kg”.

A nossa atencdo estara preferencialmente voltada para o Erro |, € naturalmente
admitiremos que a hipdtese Hp foi corretamente formulada.



Exemplo 10.3: Baterias originais ou falsificadas?

A duracéo da carga das baterias recarregaveis para Notebook de uma certa marca pode
ser encarada como uma variavel aleatdéria com distribuicao Normal de media 180
minutos e desvio padrao de 40 minutos. Existe uma falsificacdo do mesmo produto
quase perfeita, mas nesse caso, a duracdo da carga da bateria € uma variavel aleatoéria
com distribuicdo Normal de média 150 minutos e 0 mesmo desvio padrao anterior. Um
montador de Notebooks recebe 25 baterias dessa marca. Entretanto, ele tem duvidas

quanto a procedéncia das baterias. Como ele poderia decidir se as baterias sao
originais ou falsificadas?

Uma hipotese sera que p = 180 (originais), enquanto a outra sera que U = 150
(falsificadas), mas qual deve ser a hipotese nula e qual deve ser a hipdtese alternativa?

Neste caso esta em jogo a reputacdo do fornecedor das baterias. Se ele de fato estiver
agindo corretamente, devemos esperar que o produto entregue ao montador seja original.
Por outro lado, se for comprovado que as baterias sdo falsificadas, estariamos diante de
um delito. Sendo assim, o erro a minimizar deve ser o de decidir que as baterias séao
falsificadas quando elas s&o, de fato, originais. Portanto a hipdtese nula devera ser g =
180 (conservadora) e a hipotese alternativa u = 130 (inovadora).

Dizer que as baterias sdo originais equivale a dizer que suas dura¢cdes, em minutos,

provém de uma Normal (180; 402). Ja se elas forem falsificadas, suas duracdes obedecem
a uma Normal (150; 409).

Como as hipoteses sdo relativas a meédia populacional, uma boa medida (estatistica)

para se usar na decisdo entre as duas populacdes € a média da amostra, que sera,
portanto, a nossa estatistica de teste.



As 25 baterias recebidas podem ser consideradas como uma amostra aleatdria da
populacdo de baterias originais ou da populacdo de baterias falsificadas. Suponha que
apos submeter a prova as 25 baterias foi encontrada, para a durac&o de suas cargas, uma

media amostral %, = 167,4 min.

Qual seria o critério de decisao se quisermos fixar o valor de a em 0,057

Denotemos por z, 0 valor que serve como fronteira de decisdo entre as regides de
aceitacdo A e de rejeicdo R. Esse ponto € usualmente chamado ponto de corte ou valor
critico. Entédo, aceitamos Hp, se 2 =, € decidimos pela rejeicdo de Hp (ou pela aceitacdo
de Hq), se % < =..

Suponhamos gue Hp € verdadeira (ou seja, usemos a Normalcomuy =180 e o0 =40) e
calculemos, para essa curva, o valor critico =, tal que P(% < =z.) = 0,05,

P(Z< ?'5‘—12 )=10,05, o que nos leva a ?C‘—li" =-1,64, ousegja, =. = 166,88.
40//25 40/25

Assim, o critério de decisdo seria:
Rejeitar Hp, se X < 166,88. Caso contrario, aceitar Hg.

o 166 88 — 150
p=P(X > =%e)=P(Z>— ") =

=P(Z>2,11)=0,0174 ou 1,74%.

Obs .. A hipdtese Hy do exemplo acima esta baseada em
uma unica distribuicdo de probabilidade, ou seja, € uma
hipotese simples. Esta condicao tornou facil o calculo do
erro tipo |l. Entretanto este nao € o caso usual nos testes
de hipdteses, ja gue geralmente Hi & uma hipdtese
composta.

|




10.3 Rotina para Obtencao do Critério de Decisao

A forma usual de se propor um critério para testar a hipétese nula Hy_contra a hipdtese
alternativa H; pode ser descrita pela seguinte seqliéncia de passos

1. Especificar Hy € Hy, onde Hp devera conter sempre a igualdade (ou seja, deve conter
o valor do parédmetro 6 que esta exatamente na fronteira entre as regides
correspondentes a Hy e a Hy.).

2.Escolher um valor para o = P[Erro ], também chamado nivel de significAncia do teste
(usualmente escolhe-se o igual a 0,01 ou 0,05).

3. Eleger a estatistica de teste T(X4, Xz, ..., Xn), uma variavel aleatdria que depende de
X1, Xz, ..., Xn € que, supostamente, “resume toda a informacéo relevante” para que se
decida por Hp ou por Hj.

4. Determinar a distribuicdo de probabilidade de T correspondente a Hp, lembrando que
Ho sera sempre considerada como uma hipétese simples.

5. Especificar a regido de rejeicdo R, ou seja, 0 conjunto de valores de T que nos
levarao a rejeitar Ho, de tal forma a que o nivel de significancia do teste seja igual ao o
escolhido no 22 passo e trabalhando com a distribuicdo de T determinada no 4° passo.
Automaticamente estara também especificada a Regido de Aceitacdo A,
complementar de R dentro do conjunto dos valores possiveis de T.

6. Coletar os dadeos X+, Xs, ..., Xn, calcular valor de T(X4, Xz, ..., Xn) € decidir pela rejeicéo
ou pela aceitacédo de Hg, conforme o critério especificado no 52 passo.

Obs.. Recomenda-se que a coleta da amostra sé seja feita no ultimo passo, para que ©
pesquisador ndo sofra uma possivel influéncia proveniente do conhecimento prematuro dos dados,
comprometendo assim a postura de neutralidade que dele se espera.



10.4 Teste para a Méedia Populacional

Quando o parametro envolvido no teste € a media populacional u da variavel de
interesse X, entdo na construcdo do critério de decisdo serd usada a meédia amostral X,
como no exemplo anterior. Suponha que X tenha distribuicdo Normal, ou que n seja

suficientemente grande de forma a que a distribuicdo de X se aproxime da Normal (TCL).

Seja up uma constante conhecida. O roteiro para se construir um teste de hipdtese para
L, quando o € conhecido, € o seguinte:

1. Especificar Hp € Hi usando uma dentre as 3 possibilidades abaixo:

Hoiu=po Vvs Hiiu =uo (teste bilateral) ou
Hoop=pwe vs Hiu>pe (teste unilateral) ou
Hoopwzpwe vs Hiu<pg (teste unilateral).

Nos 2 testes unilaterais acima, trabalharemos como se a hipétese nula fosse
Ho : u = Mo, que € o valor extremo das respectivas desigualdades

2. Escolher o nivel de significancia o.

T ” -l
3. Usar como estatistica de teste a expressdo Z = ——

o
4. A distribuicdo de probabilidade de Z correspondente a Ho € N(0;1).

5. Obter a regiao de rejeicdo R (ou segja, o conjunto de valores de Z que nos levarao a
rejeitar Hp), levando em conta 0s passos anteriores.

) . o
6. Coletar os dados x1, X2, ..., Xn, calcular valor de Z = —7 * e decidir pela rejeicdo ou
N

pela aceitacao de Hp , conforme o critério especificado no 52 passo.



Abaixo estdo os graficos e as respectivas regides de rejeicdo para cada uma das 3
possibilidades mencionadas no 12 passo.

Ho p=p vs Hip =g Hopspe vs Hip2pg Hopzpe vs Hop<p
" s Q/N A
0 0 0
Regido de Rejeicao; i .
Regido de Rejeicao 9 i Regido de Rejeicdo
e _
Eq'Z'I.u:.fz o 3?21_.9,12 z £1:a E{Zq.:—zi_a

Observe que, no caso de teste bilateral, a regido de rejeicdo corresponde as duas
caudas simétricas da Normal padrdo, ambas de area a/2. Ja no caso de teste unilateral, a
regido de rejeicdo corresponde a uma unica cauda de area o da Normal padréo, ora a
direita, ora & esquerda.

E claro gue a regra de decisdo, ao invés de ser formulada em termos da variavel Z,
também pode ser expressa em termos da propria média amostral X . Por exemplo, se as
hipdteses a serem testadas forem Ho: 1 = po_vs. Hi: 1 < uo, entdo Hp deve ser rejeitada se

X- e . . _
= f{ Z., condicdo essa que é equivalente a X < g —2z1q %
Ao

(Observe que z; = — Z1_q.)



Exemplo 10.4: Esta correta a afirmacéao do fabricante? (cont.)

Construir o teste de hipdteses para o exemplo da carga de ruptura media dos cabos,
supondo que o desvio padrédo populacional da carga de ruptura seja conhecido e igual a

10 Kg.

1. As hipdteses Hy e Hq ja foram especificadas no exemplo 10.1:
Ho:uz90 e Hi:u <90,
Como ja foi explicado anteriormente, a hipétese Hp sera descrita simplesmente pelo
seu valor limite, ou seja, Ho : 1 =90

2. Fixaremos o nivel de significancia em o = 0,05. X 00

3. Como w=90, oc=10en =20, a estatistica de teste apropriada & = 10@

4. No exemplo 10.1 foi feita a suposicdo de que a carga de ruptura dos cabos tem
distribuicdo Normal. Portanto, sob Hp, Z tem distribuicdo N(O; 1).

5. Paraespecificar a Regido de Rejeicdo R do teste, inicialmente observemos que, quanto
menor for a media amostral ¥ (e, consequentemente, quanto menor for o valor de Z),
maiores serdo as razfes para se rejeitar Hp. Seguindo o passo 4 do Roteiro acima,
rejeitaremos Ho se Z< - z1.., onde o=0,05. Consultando a tabela da Normal ou um
software adequado, vemos que zpos =1,64. Concluindo, o critério de decisado adotado €
definido por:

¢ Regido de rejeicdo R: Z < - 1,64, ou equivalentemente,

X <=90-1,64~ % = 86.33kg f N |
- "
» Regido de aceitacéo A:_Z = - 1,64, ou equivalentemente, "
X =86,33kg . e
— 88.4 - 90
Xn g = = =- .
s = 88,4 € Zops L0/ 720 0'72. ﬂ‘




E se o for desconhecido?

Se o desvio padrdo populacional ndo fosse conhecido, uma alternativa possivel seria
trabalharmos com o desvio padrao amostral (estimado a partir dos dados) em seu lugar.

A estatistica de teste sob H; seria uma t de Studentcom (n — 1) graus de liberdade.

Exemplo 10.5: E correta a afirmacéo do fabricante (supondo o desconhecido)?
Conforme o comentario acima, vamos substituir o desvio padréo populacional ¢ pelo

3 - 90
Passo 3. A estatistica de testesera T= 7 .
Vo

Passo 4: A distribuicdo de T sob Hy; € uma t de Student com (n—1) = 19 graus de
liberdade.

Passo 5 : A regido de RejeicGdo sera T <-t,,. Para (n—1) =19 g.l. e «=0,05, consultando
a tabela da distribuicdo t ou usando um software apropriado, temos que tyos = 1,729.
Portanto:

Regido de rejeicdo R: T <-1,729, ou equivalentemente, ¥ <90-1,729 x%;
Regido de aceitacdo A: T z-1,729, ou equivalentemente, x 290 -1,729 x%.

_ 88,4 — 90
Passo 6 : Temos Xa: =884 e S5,,5= 11,0. Logo, tyys = W =-0,650.

Portanto, estamos na regido de Aceitacdo A. A decis@o a ser tomada continua sendo:
Aceitar a hipdtese nula de que a carga de ruptura média dos cabos € pelo menos igual a
90 kg, ao nivel de significancia de 5%.



10.5 O conceito de p-valor

VVamos agora definir o conceito de nivel critico ou p-valor associado a uma certa
metodologia de Teste de Hipdtese e a uma determinada amostra x4, X3, ..., X,

O nivel critico ou p-valor € o menor valor de « (nivel de significancia do teste) para o
qual, ao usar essa metodologia (ou seja, esse procedimento de teste) e trabalhar com os
valores observados X4, X3, ..., Xn, ainda rejeitariamos Hy. O p-valor costuma ser
representado pelo simbolo @.

Comentarios sobre o nivel critico:

Embora a definigdo acima seja simples, o conceito de p-valor €, ao mesmo tempo:

¢ muito usado em pesquisas e apresentado nas publicacdes cientificas, quando se trata
de reportar os resultados de um teste de hipdtese;

¢ ainformacéo usualmente fornecida pelos softwares estatisticos nas situacdes do uso de
testes de hipodtese;

Observacdes:

1.Usar o p-valor para tomar a deciséo relativa ao teste de hipdteses € mais informativo
do que usar o nivel de significancia, ja que ao se rejeitar (ou aceitar) a hipotese nula
considerando o valor do nivel critico, este valor (por si s0) nos da uma idéia do quéao
longe estamos da veracidade ou da falsidade da hipotese nula.

2.Para mais detalhes sobre o conceito de p-valor, ver o Capitulo 12.



Exemplo 10.6: Aumentando a pureza de um produto quimico

Um produto quimico tem seu teor de pureza distribuido conforme uma Normal com
media 0,72 e desvio padrédo 0,02. A fim de aumentar a pureza, o produto € submetido a um
tratamento. Dezesseis unidades amostrais do produto séo selecionadas de forma aleatdria
e submetidas a esse tratamento. Em sequida, a pureza de cada unidade € determinada
obtendo-se, para elas, uma media aritmética de 0,73. Podemos dizer que o tratamento
contribuiu para o0 aumento da pureza?

(@) Qual seria a sua conclusao, ao nivel de significancia de 5%7
(b)  Qual o p-valor?

Obs.: Esta implicito aqui que o efeito do tratamento poderia ser apenas uma alteracao da
media, mas nado do desvio padrao da pureza.

Solucao

Se o tratamento dado ao produto ndo contribui para o aumento do grau de pureza do
mesmo continuaremos a falar numa distribuicdo Normal com média 0,72 e desvio padrao
0,02. A questao € entdo: Sera razoavelmente possivel que uma amostra de 16 unidades
amostrais de produto extraida dessa populacédo apresente uma meédia amostral de 0,737

A hipdtese nula aqui pode ser formulada como Hy: p = 0,72. Como desejamos saber se o
tratamento de fato aumenta a pureza do produto, a hipdtese alternativa deve ser H, : p > 0.72

Temos entdo uma amostra aleatéria X;, X,;, ..., X, de tamanho n=16, onde
X; € Normal(u, c?), para todo i e sabemos que ¢ = 0,02. Como o desvio padrdo €
conhecido, a distribuicdo de probabilidade da estatistica de teste sob Hy sera uma Normal.



Vamos entdo seguir 0s passos da Rotina acima recomendada:
1. As hipdteses nula e alternativa podem ser expressas como:
Ho:n=0,72 Hi:u>0,72

2.Escolher o =0,05.

-, _ X-0,72 _ X-0,72
g — 0,02 - .

, i 0,005
A“H /1;16

4.A distribuicdo de Z sob Hy € a Normal Padrdo. No entanto, como Z e X estéo ligados
através desta relacdo, também podemos usar X como estatistica de teste. Isto &€ entéo o
que sera feito neste exemplo.

5. Para especificar a Regido de Rejeicdo R do teste, inicialmente observemos que quanto

maior for a média amostral X, maiores serdo as razdes para se rejeitar Hy. Entdo, um
critério de decisao razoavel seria:

3. Segundo o roteiro, a estatistica de teste aquie <Z=

Rejeitar Hy, se X > %, onde X. € uma constante a ser especificada.

Caso contrario, aceitar (n&o rejeitar) Hy. 8. Uma vez coletados os dados, obtivemos ¥ =0,73.

Qual deve ser o valor do ponto de corte x.? Logo, o “valor observado” de % esta na Rejeicdo R
A decisdo é rejeitar a hipdtese Hy , o tratamento

a escolha de a = 5%, foi feita no 1° passo. néo contribui para o0 aumento da pureza do produto.

0,05 =a = P(Erro |) = P(Rejeitar Hp), quando H € verd.

Logo, 0.05 =P(X >%.), sendo X ~ N(0,72; 0,0052).

0.05 = P (x—n,vz . KC—U,TE) _p (Z . :Tic—ﬂ,TE),

0,005 0,005 0,005
= 1,64, ou seja, x.= 0.72+1.64 < 0,005 = 0,728

L
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(b) Calculo do p-valor:

Usando o = 0,05, vimos que Hj foi rejeitada com base na amostra coletada.
E se tivéssemos usado o = 0,01, qual seria a nossa deciséo ?

Reproduzindo o raciocinio acima vemos que o hovo ponto de corte seria entéao,
x.=0.72-233x0,005=0732

Regizo de rejeicio R: X > 0.732:  Regigo de aceitacdio A: X =0.732

Como Xa= = 0,73 < 0,732, vemos que ao nivel de significdncia o = 0,01, a decisao
indicada seria aceitar Hy.

Entéo, se formos reduzindo progressivamente o valor de o desde 0,05 até 0,01, vai
existir um ponto em que a nossa decisao passa de rejeicao para aceitacao. Este é
o p-valor & associado a nossa amostra. Resolvendo entédo o problema “de tras paraa

frente”, fixaremos o ponto de corte igual ao valor da média amostral 0,73 e calcularemos
a. tal que :

&@.=P[X > 0.73] sob a hipstese H. Area=0,0228
Assim, X ~ N(0,72,0,005°), OU S€ja,

L 0.73-0,72| _
.= P{Z} WL P[Z> 2,0]=0,0228.
0 p-valordo teste & 0,0228 ou 2,28% .

0.726 0.728 0.730 0.732 0.734



Exemplo 10.7: Novamente a afirmacé&o do fabricante de cabos

Determinar o nivel critico para o exemplo da carga de ruptura meédia dos cabos.
Suporemos distribuicdo Normal com média 90 e desvio padrao populacional conhecido e
igual a 10 kg e uma amostra aleatéria de tamanho 20.

As hipoteses Hgy e H, ja foram especificadas no exemplo 10.1:
Ho:pnz290 €  Hy:p<90
A media amostra obtida para os 20 espécimes examinados foi de 88,4 kg.
Como a regido de rejeicao encontra-se a esquerda, o nivel critico (ou p-valor) @ € igual
a P (X < 88,4), quando Hy € verdadeira, ou seja, quando p = 90. Portanto,

a=PX<884)=P(Z<Z22Y=p(2<-072)=02371 (2371%)

10/y/20

Portanto, o valor minimo de a que levaria a rejeicdo da hipotese nula seria de 23,71%.
Como esta € uma probabilidade de erro muito grande, optamos por n&o rejeitar (aceitar) a
hipotese de que a carga média de ruptura dos cabos € maior ou igual a 90 kg.




10.7 Teste para proporgcoes

Vamos rever os conceitos apresentados neste capitulo através de outro teste de
hipoteses basico, trata-se do teste para uma proporgao.

Seja p a propor¢do populacional (desconhecida) dos elementos de uma populacéo que
possuem um determinado atributo. Queremos testar hipoteses sobre os valores possiveis
do parametro p a partir da realizac&o de um experimento onde sera sorteada uma amostra
aleatoria com n elementos dessa populacéo.

Se X & 0 numero de elementos da amostra que possuem esse atributo, a proporgcéo

amostral p= 1/;; sera a nossa estatistica de teste. A vanavel aleatoria X se comporta

W1-ph .
PL-P ), se n for suficientemente grande.

11

Normal(p;

Poll—py |

Seja p; um determinado nimero entre 0 & 1. Entdo p, € ﬁn=\[ s30,

11

respectivamente, a média e o desvio padréo de ¢, quando p = py. (Conforme as
consideracdes feitas na sub-sec@o 6.7.1 quanto & viabilidade de se aproximar a Binomial
por uma Normal, suporemos agui que npq(1-po) = 3).

Temos trés possibilidades a considerar:
Hoop=po.vs Hiip #=po |[Haip<po vs Hip=>=ps |[Hop=pe v Hip<ps

Regido de Rejeicio: Regido de Rejeicao: Regido de Rejeicdo:
P> Po + Zywz. 000U L Po* 24w Op P < Po=2Z1u So_..

P <po—2Zigz.00_.




Em cada uma das figuras abaixo apresentamos dois graficos: o primeiro mostra o que
ocorre no espaco do parametro p (ndo observavel) e o segundo mostra o que ocorre com

a estatistica de teste p (observavel).

Hipdteses nula e alternativa Regides de aceitacido e de rejeicao
em termos do pardmetro p em termos da estatistica de teste p
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Figura 10.6 — Teste bilateral de proporcdo - Hg: p = pg contra Hy: p = pg
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Figura 10.7 — Teste unilateral de proporcéo - Hy: p < pg contra_H4: p > py
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Figura 10.8 — Teste unilateral de proporcao - Hg: p = pg_contra Hq: p < pg



Exemplo 10.10 Pentes de memdria: Estédo corretas as especificacbes?
As especificacdes dos pentes de memodria RAM para computadores fabricados pela
Companhia Boa Memdria indicam que a porcentagem de pentes defeituosos nao excede
9% . Uma amostra de 100 desses pentes apresentou 7 defeituosos.
Com base nesse resultado podemos afirmar que as especificacdes estao incorretas?
a)Qual a decisdo a ser tomada, ao nivel de significancia de 0,017
b)Qual o nivel critico do teste?
c)Qual o poder do teste, se p = 0,127

Solugr ao:
Considerando como hipotese nula o indicado pelas especificacdes , temos
Ho:p<0,05 vs. Hip>0,05 ,pp= 005 e op= “’”?;Dm = 0,022

a) Como npg(1-pg) = 4,75 > 3, s&o obedecidas as condicdes para se usar a aproximacao
da distribuicdo Binomial pela Normal.

Vemos que se trata de um teste unilateral. Alem disso, =, = 2,73.

Entdo Hy deve ser rejeitada se & ops = 0,05 + 2,33 x 0,022 = 0,10.

Como sgns = 7/100 = 0,07 € menor que 0,10 ndo € possivel rejeitar Hy ao nivel de
significancia a = 0,01.

Isto significa que, com base nos dados, ndo ha evidéncias de que a porcentagem de
pentes defeituosos nessa linha de producéo seja superior a 5%

0,07—-0,05
0,022

b} E=P{ﬁ}ﬁ0bs}=P{Z}

y=P(Z>0,91)=0,1814 (18,14%)

Isto €, 0 menor valor de a para se rejeitar a hipétese Hy € 18,14%. Como € um valor que
podemos considerar grande demais a decisao € pela ndo rejeicdo da hipdtese nula.



c) Sep=0,12 entio (BB |2ZDE _ 0035 e f~ N(0,12; 0,03252). Portanto,
M=1-p=P@{>0,10)=P(E222 > UM _p(7>_0,615)= 0,73,

0,0325 0,0325
Isso significa que o procedimento de teste utilizado tem 73% de chance de detectar um

aumento na proporcéao de pentes defeituosos de p = 0,05 parap = 0,12.

Condicoes para aplicabilidade do teste de proporcoes:

Os procedimentos de teste, nos moldes em que eles foram aqui apresentados, se aplicam
somente ao caso em que o tamanho n da amostra € suficientemente grande para que a
aproximacado da Binomial pela Normal ja esteja dentro de um nivel de precisdo adequado.
Se n nao é suficientemente grande para que se possa usar a aproximacao pela Normal
(por exemplo, se n £ 20), devemos trabalhar com a propria Binomial.







